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§ I. Parallelkoordinater. 

1. Lad OX og OY være to vilkaarlige rette Linier 
med de positive Retninger X og Y, og livor {XY) = 5, 
Diase Linier kunne benyttes som Axer for et skjævvinklet 
Koordinats jstem. Et Pnukl P bestemmes da ved Ab- 
scissen OM og Ordinaten ilfP, idet MP^^OY. I dette 
System er det retvinldede indbefattet, idet det svarer til 
w = ._. 

Brugen af skjævvinklede Koordinater kan ofte være 
bekvem, idet man kan tage to vilkaarlige Linier af en 
Figur som Axer og derved simpliiicere Eegningen ; navnlig 
fælder dette om saadanne Opgaver, hvor de Formler, 
man skal anvende, ere ligesaa simple for skjæv vinklede 
som for retvinklede Koordinater. 

2. Afstanden mellem to Punkter (a;,,?/,) og (^^.J/,) 
ses let at være den ene Side af en Trekant, hvis to 



mellemliggende Vinkel er w; man har altsaa 

3. Afstanden fra en Linie til et Punkt. 
Lad Liniens Normal gjennem O have den positive Ret- 
ning L og skjære den givne Linie i P; vi sætte 
PO^p; XL = a; TL = ;9 altsaa « ~ /3 =- Æ. 
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Lad endvidere Koordiiiatenie til det givne Punkt Jf 
veere 

ri faa da, ved at projicere M og iV paa i i Jf , og iV", 

d^PM, =P0+ ON, +IV,M, 
eller 

d=^x^ cos 1 + J/l (^"^ -{- P< (2) 

h¥or man maa erindre, at a — [i^Si. 

Af den fundne Ligoiiig felger, at Ligningen fol- 
den ved «, ^ og jp bestemte Linie er 

X cos a-\-y cos ;9 + i> ^ O, (3) 

der for u> ^ -^ antager den bekjendte Normalform. 

4. Koordinaternes Ændring. Fai Parallel- 
forskydning af Koordinatsjstemet udfisrcs som ved et 
retvinklet System; vi ville derfor blot sege de Formler, 
der sknlle benyttes, naar man vil benytte to nye Aser 
OX, og OFj med de positive Retninger X, og ¥^, og 
den positive Omløbsretning beholdes uforandret. 

Lad et Fimkt P i de to Systemer have Koordi- 



de bmdte Linier OMP og OM^P have samme Projektion 

paa en vilkaarlig Linio K; man faar herved 

X cos {XB) + y cos [TE) = x,cos{X,R-) + y,cosiY,B) 



X sin{XY)'=x^ sin (X, Y) + y, sm{Y, Y), I 
ysin[XY) = x,sin{XX,) '\- y , sin (XY ,) , ] ^^* 
det givne System ev retvinklet, gaa over til 
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y=^x,sin (XX,) + y, sin (XFJ, J ^^'^ 
der endelig, hvis ogsaa det ay System er retvinklet, gaa 
over til de tidligere fundne (I, (100)*). 

5. De fundne Formler vise, at Overgang fra et 
PavallellcoordinatsyHtem til et andet ikke kan 
forandre en Lignings Grad (en algebraisk Knrvea 
Orden), thi Koordinaterne udtiykkea lineært ved hverandre. 
Den rette Linie bliver derfor ogsaa ved et skjævviuMet 
Koordinatsystem Kurven af første Orden, ligesom Kegle- 
snittene blive Kurverne af anden Orden. Da vi have 
undersøgt den almindelige Ligning af anden Grad for 
retvinklede Koordinater, beheve vi ikke at gjøre det for 
skjævvioklede Koordinater, thi en Ændring af dea sidste 
Ligning kan føre den tilbage til den første, saa at den 
ene ikke kan tilhore andre Kurver end den anden. 

Som vi have anført, her man især lægge Mærke til 
aaadanne Former af Ligninger, der fra retvinklede Koordi- 
nater, blot med en udvidet Betydning, kunne overferes 
paa slgævvinklede; vi skulle derfor betragte de vigtigste 
af disse. 

6. Den rette Linie gjennem Punkterne 
(ic,, j/i) og (x,, ?/j) ses som ved retvinklede Kuordinater 
at have Ligningen 

i=i=,__i:n»^ (6) 

^1 — ^1 Vt — y, 

thi denne Ligning tilhører en ret Tdnie og tilfredsstilles 
af de givne Koordinater; specielt bliver 

^-+^- = 1 (7) 

PS 

*) I betegner Bogens første De!. 
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Ligningen for den Linie, der afskjærer StjlikerEe p og 
g at' Aserne. 

Indsættesi (6)^3 og j/^ for x ogy, faaa Betingelsen 
for, at de tre Punkter (a;,, y,), {x., y,) og {x^, y,) 
ligge i en ret Linie 

3h^Zli = Ia^iAl . (8) 

3^, — x, y,— p, 

Betingelsen for, at tre rette Linier skjære hver- 
andre i eet Punkt, findes ved at eliminere æ og y 
af deres Ligninger og findes derfor som tidligere, idet man 
sætter Ligningens Determinant lig Kul, Ligeledes ser 
man let, at det Punkt, der deler en givea Linie 
i et givet Forhold, bestemmes ved de for retvinklede 
Koordinater udviklede Formler (1, (4)), ligesom at Be- 
tingelsen for, a.t fire Punkter ligge harmonisk 
bliver uforandret (I, (6)). 

De Formler, der vedblive at gj'ælde ere altsaa aaa- 
danne, der kun vedrøre Beliggenhed af Punkter og rette 
Linier, medens Formler, der vedrere Længder og Vinkler 
i Almindelighed ved skjævvinklede Koordinater faa en 
sammensat Form, der gjer deres Anvendelse ubekvem. 

1 — 5. Ved Hjælp af skjsfvvinklede Koordinater ISses de 
Opgaver i I, der have Numraerne 15, 16, 18, 29 
og 32. 

6. I en Trekant JBC skjære Linierne Aa, Hb, Gc liver- 
andve i eet Puokt; bevis, at de Punkter h^, ft, 
og C|, der ere harmonisk forbundne med u, 6 og o 
med Hensyn til Vinkehpidserne, iigge i en ret Linie. 

7. Parablen, henfort til en Diameter og 
Tangenten i dens Endepunkt som Axer. 

Vi sætte forst i i/=.px for j/ og ar 1 
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y-^-h og x-^^a, hvor (a,h) er TaugenteiisEøriiigspunkt; 
vi faa da 

vibenytte irn (5), Iiyov (XX, ) = O , (ZY,) = p, idet 

(350==^, altsaa 

^ = ^1 + J/, cos ic; ?/ ^ ?/i sin ^, 
der, idet 2hy^ sinf=py^ cos^, give 

,/j=-^-^ a;,=iJ,:K,, (9) 

der har den samme Form som i det specielle Tilfælde, naar 
(a, h) er Parablens Toppunkt. Overensstemmelsen viser 
sig i endnu hejere Grad, naar vi lægge Mærke til, at 
p^ netop er 4 Gange Afstanden fra det ny Begyndelses- 
punkt til Brændpunktet. Man slutter heraf let, at 

2yy,=p(x^x,) (10) 

er LigD'ngen for henholdsvis Tangent og Polar i dette 
Koordinatsyateni, thi idet man udtrykker Betingelsen for, 
at en ret Linie skærer Kurven i to sammenfaldende 
Punkter o. s. v., kommer man til at udfore netop de 
samme Eegninger her som ved retvinklede Koordinater, 
Derimod tør vi ikke slutte, at Normalen har samme 
Ligning i begge Tilfælde, da Betingelsen for, at to Linier 
ere vinkelrette paa hinanden, ikke er den samme i begge 
Tilfælde. 

8. Hyperblen, henført til sine Asymptoter 
som Axer. 
Vi have 
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hvorved den søgte Ligning bliver 



_ — ■ (U) 

Denne Ligning udtrykker, at Rektangler, hvis to 
Sider (alde paa Asymptotenie , medens den ene Vinkel- 
spids falder paa Kurren, have konstant Areai. 

De io Asymptnter kunne sammenfattes i Ligningen 
æj/=0; aa^er man Skjæringspunkteme for en vilkaarlig 
ret Linie og denne sammensatte Kurve og for Linien 
og Hyperblen, liunne de to Ligninger af anden Grad, 
som man derved faar, kun blive forskjellige i deres bo- 
kendte Led. Kodderne maa altsaa i begge Tilfælde have 
samme Sum; ere c, og cc. Abscisserne til Skjærings- 
punkterne med Hyperblen, ?, og ?, til Skja:^riQg3punkterne 
med Asymptoterne, har man altaaa 

x^-\-x, =$,-{-$., eller «i —- ?, ^ ?, — -«,, 
der .udtrykker, at de to Stykker af en vilkaarlig 
Linie, der falde mellem Hyperblen og dens 
Asymptoter, ere lige store. Specielt følger heraf, 
at det Stykke af en Tangent, der ligger mellem 
Asymptoterne, halveres i Røringspunktet; Tan- 
gentens Ligning bliver derfor 



2x, ^ 2j/, ' 
idet (a;,,*/,) er Rociugspunktet. 



(12) 
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7. SiderDc i et Parallelogram ere parallele med en 
Hj'perbcls Asymptoter; den ene Diagonal er Korde 
i Hyperblen; bevis, at den anden Diagonal gaar 
gjennem Centrum. 

8. Bevis, at det Stykke af en af Asymptoterne, som 
afskjæres af to Tangenter, halveres at Kørings- 
k orden. 

9. Ellipse og Hyperbel, henførte til et 
Par konjiigerede Diametve som Axer. 
Idet iXX,) = u, (Xr,) = v, faai- man 
{z, cos ti + p, cosvy {x, sinu -\- y^sinvf 

,, ., , cos u cos V , sinu sin V 
eller, idet ^ ± — -i, — —^, 

der skrives 

|±lf=l, (13) 

idet 

', cos^ u , sin''' u 1 sin'' V , cos'^ V 

a] ffl^ "" &^ ' 6; P ~~ a'^ ' 

hvor 

a^ sin u sin vdzb^ cos u cos v = 0. 
Ved at soge Skjæringspuiitterae med Åxevne, se vi, 
at a, og fcj ere Ellipsens eller Hyperblens konjiigerede 
Halvdiametre, i 0?erensstemmelse med Betydningen af a 
og h ved et retvinklet Koordinatsystem. 

Dersom man vil vende tilbage til det oprindelige 
Koordinatsystem, indsætter man ifølge (4), idetut^=v — «, 
a;, sin <o = æ sin v — y cos v , 
p^ sin a>= — X sin u + y cos u 
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i (13), der devved maa gaa over tii Ligningen i vet- 
viuklede Koordinater; ved Sammenligning af Koeffici- 
enterne faar man da for Ellipsen 

sin^ V sin^u ^_^sin^<o^ cos^ v cos^u sm^tu 

a' i' a' ' a\ ' h] h'' ' 

sin V cos V sin u cos u 

al "" bl~ ~ 

Subtraherer man Kvadratet af den sidste Ligning 
fra Produktet af de to ferste, faar man ved en Ænctritig 

a^b, sinai = db, (14) 

hvorved de to første blive 
a'sin^u-^-b^sin'v^^b'i a'^cos^'u -\-h'cos'v ■=: a", (15) 

hvoraf 

a]+b',=a^ + b^ (16) 

(14) viser, at Arealet af et Parallelogram, der er 
omskrevet om en Ellipse, er konstant, 15, at 
Summen af Kvadraterne af et Par konjugerede 
Halvdiamefcres Projektioner paa en af Axerne 
er konstant og (16), at Summen af to konjugerede 
Halvdiametrea Kvadrater er konstant. Ombyttes 
b^ og b'{ med —b^og—b], faas de analoge Formler 
for Hyperblen. 

Af (14) og (1(J) følge, at Kvadraterne af et Par 
konjugerede Halvdiametre, der danne Vinklen S, bestenames 
ved Ligningen 

s*^_(«,2 + 6a)s + .,^." =0. 
^ ' ■^ ' sin^o) 

9. Fra et vilkaadigt Punkt af en Ellipse drages Linier 
til en Diameters Endepunkter; bevis, at disse Linier 
skjære den Itonjugerede Diameter i Punkter, der 
ere harmonisk forbundne med dens Endepunkter, 
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10. Bevis, at Produktet af de Stykker, som et Par 
konjugerede Diametre afakjære paa en Tangent, 
er lig Kvadratet af den med Tangenten parallele 
Halvdiaraeter, 

11. En Ellipse og en Hyperbel ha\e et Pai konjugpiede 
Hahdiametie, dei dæklto limanden, til et Punkt 
af Hyperblen tiækkes en Tangent, og til dennes 
Skjæringspuakter med Ellipsen tiækkei Tangenter; 
find det geumetusl.e Sted for disses Skiænngspunltt. 

12. Henfør en Ellipse til de Liniei , dei toibinde 
Brændpunliterne med den lille Aves ene ende- 
punkt, som Axer. 



§ 2. Polære Koordinater. 

10. Lad O (Polen) være et fast Punkt i den faste 
Ako X Et Punkt M er da bestemt ved 

r=OM; e = {XM), 
idet M er den positive Eetiiiag af OM. 

r kaldes Radius vektor; r og ^ kaldes Punktets 
polære Koordinater. 

Tage vi O til Begyndelsespunkt og X til Abseissoase 
for et retvinklet System, liave vi 

x^=reos9, tg 9 = ^. 

■ ^ og '-^ ) (17) 

^ r = Vai^-\-p\ J 

Disae Formler benyttes til Overgang fra det ene 
System til det andet; i Forbindelse med de tidligere 
udviklede Formler tjene de til Overgang fra det polære 
System til et hvilketsomhelst Parallelsystem og omvendt; 
de to Sæt Formler anvendes da lettest det ene efter det 
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andet, saa at man mollem de to Systemer indslivder det 
retvinklede System. 

Dersom man i det polære System, uden at iiytte 
Polen, vil benytte en Axe Z,, idel; (XX, ) ^ «, hav man 
d = {XM) = (XX,) -t- {X,M) = 0, + «. 

11. Den rette Linie, Ligningen aa; -(- éy = c 
ændres til 

riacosO + hsinØ)=^ci (18) 

har Ligningen Novmalformeii 

X cos a -]- y sin « 4- jj = O , 
bliver den polære Ligning 

rcos(6' — a)+^ = 0. (19) 

Særligt mferkes, at Q = konBt. bliver Ligningen for en 
Linie gjennem Polen. 

12. Cirklens polære Ligning faar na\nlig en 
simpel Form, rtaar Cirklens Centrum falder i Polen, og 
naar Polen ligger paa Periferien; man faar i de to 
Tilfælde 

r = konst.; r -{- a cos 9 -{- h sin 9 =^ Q% (20) 
den sidste antager, naar Centrum ligger i Asen^ den 
simple Form 

f = acosd, (21) 

hvor a er Diametrcn. 

At Ligningen i r bliver af første Grad ligger i , at 
vi have bortdivideret en Faktor r; dette er altid muligt, 
naar Kurven gaar gjennem Polen, idet en af Værdievne 
af r da bliver Nul for enhver Værdi af 0. Gaa flere 
Grene af en Kurve gjennem Polen, reduceres Ligningen 
i r en Grad for hver Gren. 

Cirklen 

(a; — a)s+(y_ft)^_p^ = 
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faar den polære LigEiiig 

r^ _ 2r(a cos^ + h sin 6) + a^ -f fe^ — />^ = O, 
der viser, at de to Værdier af *■ have det konstante 
Produkt a''' + b^ — p^ , som Ti bave vist det tidligere 
(I, (43)). 



13. Keglesnits polære Ligninger. 


Ligningen 


h^x^ ± ay ■== a^b^ 




bliver ved (17) til 




a^^ 


(22) 


^ ^ ¥ cos'^ (9 ± (fS sin^ e 


elier 




1 cos'^ 8 _j_ sin^ 
r'^ ~ a^ ~ b^ ' 


(23) 


Sætte vi é* + -^ for 0, faa vi 




1 sin^ 6 ^ cos^ 
r' a'^ "" b^ ^ 





1 1 



(24) 



der viser, at Summen af Kvadraterne af de reci- 
proke Værdier af to paa hinanden vinkelrette 
HaWdiametre er konstant. 

Særlig mærkes Keglesnittets polære Ligning, 
naar Brændpunktet er Pol, For Parablen har man 
som bekjendt, idet r er Brændstraalen, 

— +-f 

eller, naar Begyndelsespunktet Hyttes til Brændpunktet, 
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For Ellipsen har man, naar Begynd elseapunktet flyttes 

til et af Brændpunliterne, 

r = «q=e(3!:± (!ff) = a(\ — e^) ^ercosd^ 

hvoraf 

P 

r = ^^1--!'^ - -Jl f9fi^ 

l±ecos'0 \±ecosd' ^ ' 

Ved diase Formler er dog at mærke, at de kun give 
een Værdi af r for hver Værdi af C, saa at vi, fov at faa alle 
Kurvens Punkter, mia lade 6 vaiieie fra O til 2n, medens vi i 
Almindelighed ved polæie Ijigninger for algebraiske Kurver 
faa alle Kurvens Punkter bestemte, naar vi lade d variere 
fra O til n. Dersom vi, i Stedet foi at benytte Udtrykket 
for Bræudstraalen, paa fædianlig Maode ændre Parablens 
eller Ellipsens Ligning, faa vi en Ligning af 2den Gi'ad 
i r, men denne Ligning kan loes rationalt, og i (25) 
og (26) have vi kan benjv,tet den positive Værdi af r. 

For Hyperblen faa vi mai vi for Brændstraalerne 
benytte Udtrykkene e-^ -\- a o^ ei — a 
— IL 

Vi kunne derfor som den almindelige Form for 
Keglesnittenes polære Ligning tage 
p_ 

idet vi i alle Tilfælde have beholdt Axens sædvanlige 
positive Retning og taget det Brændpunkt F som Pol, 
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for hvilket AF er positiv, naar A er det nærmeste 
Toppunkt. 

1 3. En Korde drejer sig om et Brændpunkt i et Kegle- 
snit; find det geometriske Sted for det Punkt, der 
er liamionisk forbundet med Brændpunktet med 
Hensyn til Kordeiia Endepunkter. 

14. Paa Radius vektor QA til on Cirkel afsættes et 
Punkt a, saa at 0A.Oa=k^\ find det geometriske 
Sted for a. 

15. Hvilken Ligning har Kurven 



i retvinklede Koordinater? 

14. Spiraler. Nogle transcendente Kurver (Km-ver, 
hvis Ligninger i Parallelkoordinater itke ere algebraiske) 
have polære Ligninger med en særlig simpel Fona, 
Særligt mærkes Archimedes Spiral med Ligningen r^aø, 
den hyperbolske Spiral med Ligningen r6^=a, Lituus 
med Ligningen r^ ^= a^ og den logarithmiske Spiral 

med Ligningen r^=ae^. Disae Knvverg Pormer findes 
let ved en Betragtning af deres Ligninger, 

Archimedes Spiral, r^a&, har r = for tf = 0, 
r = 2am for ^ = 2jr, r^i^an for ^ ^ 4t o. s. V. ; den 
snoer sig altsaa spiralformig fra Polen, saaledes at r for 
hver Omdrejning bliver 2« større; for negative Værdier 
af 6 f'aas de samme Værdier af r med modsatte Fortegn; 
den hertil svarende trren af Kurven ligger, med Hensyn 
til ea Linie gjcnnem Polen, vinkelret paa Axen, symme- 
trisk med den Gren, der bestemmes ved positive Vær- 
dier af 6. 
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Den liyperbolske Spiral, rfl = o, fpar i Polen 
et saalialdet Asymptotepuakt , idet man kuu kan faa 
»- = for 6 = <x>-, begge dens symmetriske Grene faa 
desuden en Linie, parallel med Axen i Afstanden a, til 
Asymptote, Et Punkts Afstand fra Asen er nemlig 
*• sin &, der, naav 6 nærmer sig til Nul, nærmer sig til 
rG eller a. 

Lituus, r^å = a, liar ligeledes et Asymptotepunkt 
i Polen, men dens to Grene faa selve Axen til Asymptote 

(da r& = — aftager mod Nul med 0) og ligge ikke 
symmetrisk om den paa Asen vinkelrette Linie. 
Den logarithmiske Spiral, 



har ogsaa et Aeymptotepunkt i Polen , idet r = O for 
^ = — oo. Det er en Kurve med mange mærkelige 
Egenskaber, af hvilke især den er karakteristisk, at 
logarithmi'ske Spiraler, aom ere ligedannede, 
ogsaa ere kongruente. De to Spiraler 
d e 

r = ae" og r = mae" 
ere neuilig ligedannede i l^rholdet m\ dreje vi den 
sidste en Vinkel « om Polen, faar den Ligningen 
d±t ad 

og falder altsaa sammen med den forsfce, uaai' »bestemmes 
saaledes, at 



Man kan altsaa dreje en logarithmisk 
piral om Polen og samtidig lade den voxe i 
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et saadEint P"'orhold, at den vedbliver at dække 
sig selv; af demie Egenskab kan udledes msiiige andre; 
ti skulle blot nævne, at en Tangents Vinkel med 
Eadius vektor er konstant, at Buer, der ses under 
samme Vinkel fra Polen, forholde sig som to af Radierne 
til deres Endepunkter og, at Polen beskriver en ret 
Linie, naar Spiralen ruller hen ad en ret Linie. 



§ 3. Liniekoordinater. 

15. Den rette Linie er ligesom Punktet bestemt 
ved to Størrelser, som vi kunne kalde Liniens Koordi- 
nater; de kunne vælges paa forskjeUigMaade; her ville 
vi som Liniens Koordinater u ag v tage 

M=~ — ; r=— — , (29) 

P 2 

idet den rette Linies Ligning er 

p e 

der nu bliver 

ux-\-vy + 1^0. (30) 

Denne Ligning udtrykker altsaa, at Punktet {x, y) 
ligger paa Linien (m, v); ere u og v konstante, er den 
Ligning for den rette Linie (u, v) ; ere x og y konstante, 
siges den at være Ligning for Punktet (x, y), idet alle 
de Linier, hvis Koordinater u og v tilfredsstille Ligningen, 
gaa gjennem Punktet. I Almindeiighed bliver 
ffiM + 6i! 4- c == O 

Luningen for Punktet I — , — 1, ligesom <rø + ^y + c^O 
er Ligningen for Linien I-- , - |. 
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En Ligning mellem u og v bestemmer et Linie- 
system, ligesom en Ligning mellem x (^ y beatemmer 
et Punktsystem (en Kurve). Alle Linier i et Liniesystem 
røre en vis Kurve; Liniosystemet opfattes bedst 3om 
bestaaende af alle denne Kurves Tangenter; man siger 
derfor i Almindelighed Kurvens Ligning i Stedet for 
Liniesystemets Ligning- Er Ligningen lineær, have vi 
set, at? Kurven reduceres til et Punkt, 

]f). Der er visse Overen ssterameiser ved de to 



Koordinatsystemer, som 



Et Punkt hører til et 
Punktsystem (ligger paa en 
Knrvo), naar dets Koordi- 
nater tilfredsstille Punkt- 
systemets (Kurvens) Lig- 
ning. 

De fælles Punkter ior 
to Punktsystemer (Kurver- 
nes Skjæringspunkter) be- 
stemmes, idet man søger 
* og «/ af Kurvernes Lig- 
ninger. 

En Kurve, hvis Ligning 
i a: og y er af nte Grad, 
har n Skjæiingspunkter 
med en vilkaarlig ret Linie. 

Ligningen for en Linie 
gjennem (æ, , ij^) og 
(^=7 y,) er 



. vil se det ved at betragte 

En Linie hører til et 
Liniesystem (er Tangent 
til en Kurve), naar dens 
Koordinator tilfcedsstille 
Liniesystemets (Kurvens) 
Ligning. 

De fælles Linier for to 
Liniesystemer (Kurvernes 
fælles Tangenter) bestem- 
mes, idet man søger « 
og V af Kurvernes Lig- 
ninger. 

Bn KuiTe, hvis Lignmg 
i M og w er af wte Grad, 
har n Tangenter gjennem 
et vilkaai'ligt Punkt. 

Ligningen forSkjærings- 
punktet af Linierne {?*,, w,) 
og (M=. "s) er 
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Eliminere vi æ flg t/ 
meiiem Ligningerne for 
tre rette Linier, finde vi 
Betingelsen for, at de tre 
Linier ga^ gjennem samme 
Punkt. 

A-kB^O er Lig- 
ningen for en Kurve, der 
gaar gjennem Skjærings- 
pimkterne for J. ^; O og 
JS = 0. 

Særligt mærkes, at dei- 
aom A = og £ = O ere 
to rette Linier , bliver 
A — hB = den fælles 
Ligning for Linier gennem 
deres Sli 



Eliminere vi u og « 
mellem Ligningerne for 
tre Punkter, iinde vi Be- 
tingelsen for, at de tre 
Punkter ligge paa en vet 
Linie, 

A~-kB = er lig- 
ningen for en Kurve, der 
rører Fællestangenterne til 
^ = og E = 0. 

Særligt mærkes, at der- 
som J. = O og B = O ere 
to Puukter, bliver A — kB 
^=0 den fælles Ligning 
for Punkter paa deres 
Forbindelseslinie, 



Kxp. 1. Afstanden fra Linien 

ux -\-vy -\- 1=0 
tU funklet («, h) er 

ua 4- « & + 1 

(Ma + ^J + l)s = („a + «5)r^ 
er derfor Ligningen for Cirklen med Radius r og Centre 
(«, &), naar man benytter Liniekoordinater. 



Esp. 2. Keglesnittet 



har Tangenten 



:^±:^^-i, idet 
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Heraf faas » = — ■— j, i; — =j=-|^; indsættes x, og y, 

heraf i den anden Ligning, iinder man Keglesnittets Lig- 
ning i Liniekoordtnater 

Esp. 3. Paa Porbindelsealinien af Punkterne 
a;„M + j/„^i-f-l=0 og x,u + y,v-\-l = 
ligger Punktet 

x^u-\-y^v -{- \. — M,x ,u -\- y ^v 4- 1)~0, 
der deler Afstanden mellem de to Punkter i Forholdet i. 

De tre Punkter ere nemlig (x^, y^), (x,, «/J, (-V~t"'"i 



M 



17. En Kurve siges at være af »te Orden, naar 
den skjæres af en vilkaarlig Linie i w Punkter, den siges 
at være af wte Klasse, naar den har n Tangenter 
gjenuem efc vilkaarligt Punkt. Karver af »te Orden 
have derfor Ligninger af Kte Grad i a; og ^ , medens 
Kurver af «te Klasse have Ligninger af wte Grad i t( 
og V. Da Keglesnittene have to Skjæringspunkter med 
en ret Linie og to Tangenter gjennem samme Punkt, 
ere de haade af 2den Orden og af 2den Klasse. I 
Almindelighed er imidlertid en Kurves Orden og dens 
Klasse forskjellige Tal. 

En Ligning af 2dea Grad kan dele sig i to Ligninger 
af første Grad; vi faa henod Keglesnittet som sammensat 
af to rette Limer, dei&OQi dets Ligning i x og y deler 
sig, men som sammensat at to Punkter, dersom dets 
Ligning i m og « Aelei ^ig \it Punkt kan ikke frem- 
stilles ved en Lignmg i -c og «/ , ligesom en ret Linie 
ikke kan frembtilles ved en Ligning i w og w. 
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§ 4. Dualitetsprincipef. 

18. Dersom vi kse en Opgave ved almindelige 
Pmiktkoordinater, se vi, at Løsningen falder i tre væsentlig 
forståelige Afsnit: 

1. Vi udtrykte det Givne ved Ligninger. 

2. Ved rent algebraiske Operationer udlede vi af 
disse Ligninger ny Ligninger. 

3. Vi fortolke disse ny Ligninger. 

De rent algebr^ake Operationer ere her gyldige, 
uden Hensyn til Betydningen af de anvendte Bogstaver; 
give vi disse en anden Betydning, kunne dog de samme 
Endeligninger udledes af de samme givne Ligninger. 
Tillægge vi derfor de forekommende Tegn ny Betydninger, 
kunne vi læse ny Sætninger ud af de givne Ligninger 
og SlHtningsligningerae , naar vi fortolke disse overens- 
stemmende med den ny Betydning af Bogstaverne. 

Saaledes er det f. Ex. et simpelt algebraisk Faktum, 
at den almindelige Ligning af 2deu Grad med 2 Vaiiable 
indeholder 5 Konstanter, og at disse kunne findes ved 
Ligninger af ferste Girad, dersom man igendor 5 Pai 
sammenhørende Værdier af de Variable, der tilfredsstille 
Ligningen. Eftersom vi nu betragte de Vaiiable som 
Punktkoordinater eller som Liniekoordinater, udlede vi 
heraf: 

Der kan tegnes een og j Der kan tegnes een og 
kun een Kurve af 2den | kun een Kurve af 2den 
Orden, der indeholder 6 i Klasse, der rører 5 givne 
givne Punkter. | rette Linier. 

19. Denne Methode finder især Anvendelse paa 
saadanne Sætninger, der kun omhandle deskriptive 
Egenskaber ved Figurerne, det vil sige saadarme Egen- 
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skaber, som ikke vedrøre Maalforhold (metriske Egen- 
skaber). Her vise nemlig de under 2 opstillede Sætuinger, 
at vi af eii bevist Sætning kunne danne en ny Sætning 
ved en simpel Ombytniug af Ord, Hvor der i deji beviste 
Sætoing staar »Punkt«, sætte vi i den ny »ret Linie«, 
hvor der staar Punkt paa Kurven f{x, y)=0, sætte vi 
Tangent til Kurven f{u, v) = 0, hvor der staar Punkter 
paa en ret Linie, sætte vi rette Linier gjennem samme 
Punkt, hvor der staar Skjæringspuiikt mellem to rette 
Linier, sætte yi Forbindelseslinie mellem to Punkter o. s. v. 
Dualitetsprincipet vækker imidlerlid endnu videre ; 
for at se dette, ville vi ssge det Punkt, hvis Ligning 
faas, naar vi i Ligniagen for en Tangent til Kurven 
f(x, ^) =0 ombytte x og y med u og v. 

Tangenten er Forbindelseslinien mellem to Kurve- 
punkter, der ligge uendelig nær ved hinanden; dertil raaa 
altsaa i det andet Systfim svare Skjæringspunktet af 
to uendelig nær ved hinanden liggende Tangenter til 
f(u, v) = 0. 

Vi anse det her som indlysende, at dette Punkt 
falder paa Kurven*). 

Ligesom der til et Punkt af den ferste Kun-e svarer 
en Tangent til den anden Kurve, vil der altsaa ogsaa 
til et Punkt af den anden Kurve svare en Tangent til den 
ferste; de to Kurver, der saaledes afhænge af hinanden 
paa samme Maade, kaldes hinandens reeiproke Kurver; 
dersom den ene Kurve har de to Ligninger 

f(x, 7/)-=0, ?-(?(, i') = 0, 
maa den anden have de to Ligninger 

Vix, y)-0, fiu, «)=0. 



*) Denne Sætning bevises exact i Enycloppethei 
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Heraf Mger, at devsom vi tage alle Keglesnits reci- 
proke Karver, faa vi atter alle Keglesnit; en Sætning, 
der gjælder om alle Keglesnit, omformes derfor ved 
Dualitetsprincipet til en anden Sætning , som ogsaa 
gjælder om aJle Keglesnit. 

Ejtp. 1. Til Pol og Polar ved et Keglesnit svaret 
Polar og Pol ved det reciproke Keglesnit. To Tangenter 
og deres Skjæringspunld: svare nemlig henholdsvis til to 
af Kurvens Ptmkter og deres Forbindelseslinie. 

Esp, 2. Polgeiide to Sætninger udledes den ene 
af deti anden; 



Dersom en Trekant er 
omskreven om et Kegle- 
snit, ville de tre Linier, 
der forhinde Vinkelspid- 
serne med de modstaaende 



skjære hverandre 
Punkt. 



Dersom en Trekant er 
indskreven i et Keglesnit, 
ville de tre Skjærings- 
punkter for en Side og 
Tangenten til den mod- 
staaende Vinkelspids ligge 
i samme rette Linie. 



20. Vi ville ikke fortsætte disse Undersøgelser 
videre, da vi senere betragte to Koordinatsystemer, hvor 
Daalismen strækker sig videre end ved de her undersøgte; 
vi ville blot endnu antyde, hvorledes man ved Polar- 
theorien kan komme til de samme Resultater som her. 
Tænke vi os et Punkt gjennemlobende en vis Kurve, vil 
dets Polar med Hensyn til et fast Keglesnit generere en 
anden Kurve, og man ser let, at disse to Kurver svare 
dualistisk til tiinandeu. Naar Polen gjeunemleber en ret 
Linie, dreier Polaren sig om et fast Punkt, iiaar Polen 
gjennemløber et Keglesnit, rerer Polareii et Keglesnit, 
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Skjæriugspunktet for to rette Linier har til Polar eu 
Linie, der gaar gjeimem de to rette Liniers Poier o. s. v. 

Vi ville f. Ex. tænke os, at m\ have bevist den ferate 
Sætning i Exp. 2 ovenfor. Lad Treltanten ABC vsere 
omskreven om Keglesnittet, idet AB rorer i c, AC i h, 
BC i a. Benytte vi selve Keglesnittet som fast Kegle- 
snit, bliver AB Polar til c o. s. v., saa at Keglesnittet 
bliver sin egen reciproke Kurve. A har til Polar hc, 
saa at Polen for Aa er Slijæringspunkt for ftc og BC; 
dette og de to analoge Skjæringspnnkter ligge i en ret 
Linie, da de tre Polarer Aa, Bh og Cc gaa gjennem 
samme Punkt, 

Vi have saaledes udledt den anden Sætning af den 
første og kunne paa samme Maade udlede den forste 
af den anden. 

Benytte vi forBkjellige faste Keglesnit, faa vi for- 
skjellige Kurver som svarende til en given Kurve; man 
kan vælge Keglesnittet saaledes, at man ved denne 
Bestemmelse faar den samme reciproke Kurve som ved 
den analytiske Bestemmelse ovenfor; dette har imidlertid 
kun liden Interesse, da de forskjeUige, tU samme Kurve 
1 reciproke Kurver have de samme deskriptive 
, og det kun er disse, vi undersege, 

Find Ligningen i Liniekoordinater for en Hyperbel, 
hvis Asymptoter tages som Koordinataxer. 
En rot Linie afekjærer af en Vinkels Ben Stykker 
med konstant Produltt; tind Ligningen i Linie- 
koordinater for den Kurve, som den rette Linie 
rører. 

En Trekant dreier sig, saa at de tre Sider gaa 
gjeanem faste Punkter, medens de to Vinkelspidser 
gjennemløbe rette Linier; bevis, at den tredie 
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Vinkelspids besltrivor et Keglesnit, Hvilken Sætaiug 
svarer dualistisk til denne? Særligt antages de 
tre Punkter liggende i en ret Linie. 



§ 5. Punktræltker og Linie bundter. 

21. Punktrækker. Lad O,, O,, E og M væY% 
lire Punkter paa en ret l^inie; Forholdet 

er da et rent Tal , der alene afhænger af Punkternes 
indbyrdes Beliggenhed; det er altsaa uafhængigt af 
Begyndelsespnnktets Beliggenhed , dersom vi vælge et 
saadant og udtrykke ^ ved Punkternes Abscisser. Å 
kaldes de fire Punkters Dohbeitforhold eller anhar- 
moniske Forhold*). Er ^--=—1, ligge de fire 
Punkter harmonisk. Det nævnte Forhold ville vi be- 
tegne ved 

Å^{0,0.,EM). (32) 

22. Tænke vi os O, og O, (Grundpunkterne) samt 
E (Enhedspunktet) fastliggende, medens M bevæger sig, 
vil der til hver Stilling af M svare en Værdi af X og 
omvendt; af særlige Stillinger mærkes: 

^ = 0; M falder i O,. 

^ = ±0:-; M falder i O,. 



*) Punkterne benyttes ved Dannelsen af Dolibellforholdet 
paa en bestemt Maade; ved Ombytning af Punkterne faas 

for de 4 Punkter 6 Dobbeltforhold, nemlig ;i, -- , 1 — ^, 
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Å = +l; M falder i E. 

A = — 1, M falder i et PunMÆ', , haroionisk for- 
bundet med E, med HeEsjn til O, og O,. 

Vi se altsaa, at, idet Å gaar fra — co til + co , gaar 
M fra Oj ovei' .E, til O, og derfra videre over E til O,. 
For Å = 0,E : 0,E falder M uendelig fjernt; da dette 
kun er Tilfældet for denne ene Værdi af A, sige vi, at 
en ret Linie kun har eet uendelig fjernt Punkt. 

23. Lad Ligningerne for to Punkter O, og O, være 
l> = a^u-^b^v + c,^0; Q^a.u + h.v -\-c,^0. (33) 
Punktet M med Ligningen 

F — XQ = (34) 

ligger da paa Linien 0,0^. For ^=1 faa vi et Punkt 
E med ligningen 

P - e = 0. (35) 

Dette Punkt er ikke bestemt, fordi de to I'unkter O, 
og Oj ere givne, idet det afhænger af den tilfældige 
Form af deres Ligninger, der kunne multipliceres med 
Tilkaarlige Faktorer, Vi ville sege den geometriske 
Betydning af Størrelsen X. Vi have nu (16, Exp. 3) 

c, 
og for ^ '= 1 

0,E: 0.,E=~'-, 

hvoraf 

Å er altsaa Dobbeitforholdet mellem Punkterne 0^, O,, 
JS og M. Vi se derfor, at et Punkt, hvis Ligning 
kan skrives P — i.Q =: O, hvor P og Q ere 
lineære Funktioner af u og v, har Dobbelt- 
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forholdet Å til de Pnnlfter, der hestemmes ved 
>t = 0, «> og 1. 

Særligt mærke vi os, at 4 Punkter ligge harraonisli, 
dersom deres Ligninger kunne skrives 

p = 0; 6 = 0; P— ^--=0; P+(2 = 0. (36) 

24. Dobbeitforiioldet mellem de 4 Punkter 
M,, Jkf,, Mj og Jlfj med Ligningerne 
p„;^Q,= 0, P->t3g==0, P--(3é = 0, P— i,(3 = 

(Jtf,J!f,M,M,) = ^^i^ : ^^-5^. (37) 

Det Punkt iV, der bestemmes yed Ligningen 

falder for ^ = O i M, , for /t = <» i M, og for ^ = 1 
i il/^ ; man har altsaa ifølge 23 

/i = (M^M^M^N). 
Skal iV falde i Jlf , , maa man have 

' " ~K '— K — l^iX, — å[} ' 
hvoraf 

Il = iM,M,M,MJ = j^\- ■■ J---Zy ■ 

25- Liniebundter. Lad .4 = og £ = væve 
Ligningerne for to rette Linier. 

J. — ;B = O (38) 

er da Ligningen for en Linie M gjennem deres Skjærings- 
punkt. Lad O, og 0^ være de givne Linier (Grund- 
linierne), medens E (Enhedslinien) er den, der svarer til 
l=.\ (afhængig af Formen af A og P). 

Dersom ^1 = og P = have Noroialformea, er 
A Forholdet mellem Afstandene fra disse Linier til et 
Punkt af M\ have de ikke JJormalformen, bliver X det 
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samme Forhold, multipliceret med eu vis Konstant h; 
man har altsaa 

og for ^ = 1 

sin{0,E):sin{0,E)=h, 
følgelig 

siniO^M) siniO,M) _ .„ 

sin(0[Éj ■ ■sin(0,E)~ ■ '^" 

X, det saaledes kun er afhængig af de fire Liniers 
indhyrdes Stilling, kaldes deres Dobbeltforhold eller 
anharmoniske Forhold. Tænkes O,, O, og E faste, 
vil der til hver Værdi af k svare een og kun een Linie 
i Bundtet. 

Af særlige Stillinger mærkes: 
^ = eller J. = bestemmer O,. 
^ = ifccc eller B^O bestemmer O,. 
A = 1 eller J, — B = O bestemmer E. 
Å^ — 1 eller J. + -S = bestemmer en Linie jEj, 
der siges at være harmonisk forbunden med E med Hensyn 
til Oj og O,. Den harmoniske Beliggenhed af 4 
Elementer (Punkter eller Linier) bestemmes altsaa 
haade ved Punktrækker og ved Liniebiuidter 
ved Dobbeltforholdet — 1. 1 Liniebundter gives 
der intet uendelig fjernt Element, naar Liniebundtets 
Toppunkt ikke selv er uendelig fjernt. 

Vi se nu , at idet A gaar fra ~ co til 4- od , drejer 
Af sig ud fra 0^ over E, til O, og derfra over E til O,. 
Vi betegne det anharmoniske Forhold ved Linier 
paa samme Maade som ved Punkter; undertiden betegne 
vi Linierne ved 00,, 00^, OE og OM og skrive da 
Dobbeltforholdet 0{0,0,EM). 

2(). Dersom man fra et vilkaarligt Pnnkt O 
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trækker Linier tit fire vilkaarlige Punkter af 
en ret Linie O,, 0^, E og M, yil de fire Liniers 
DobbeltfoThoId være det samme som de fire 
Punkters Dobbeltforhold. 
Man 'har nemlig 
0,M_/SO,OM_ 00,. OM sin(0,M) 
0^ ~ A O7OE " 00, . OE sin (0,E) 
og den analoge Ligning, der faas ved for O, at sætte O,. 
Division af disse Ligninger viser, at de to Dobbelt- 
foriiold ere lige store. 

Denne Sætning er af overordentlig Vigtighed, idet 
det er den, der danner Grundlaget for den nyere Geometri. 
Dersom vi skjære Liniebnndtet med en anden Transversal, 
bestemmer det paa denne Punkter, der have det samme 
Dobbeltforhold som Linierne og derfor ogsaa som de 
givne Punkter. De to Systemer af Punkter ere per- 
spektiviske Projektioner af hinanden, idet O er Projektions- 
centret. Sætningen viser altsaa, atDobbeltforholdene 
paa en Linie og følgelig ogsaa Dobbeltforholdene 
i etLiniebuodt ikke forandres ved perspektivisk 
Projektion; den sætter os derved istand til, ved Be- 
tragtning af disse Dobbeltforhold, at udlede Sætninger 
om en Figur af andre bekjendte Sætninger om denne 
Pigurs Projektion. Saaledes kunne Sætninger om Kegle- 
snittene udledes af Sætninger om Cirklen, da et Eegle- 
snit altid kan opfattes som perspektivisk Projektion af 
en Cirkel, idet det kan lægges paa en cirkulær Kegle. 

19. Hvilken Linie er, med Hensyn til to Sider af en 
Trekant, harmonisk forbunden med Medianen og 
hvilken med Vinklens Halveringsliaie ? 

20. Til et Punkt O af en Cirkelperiferi trækkes Tan- 
genten OA og Korden OM, der er Pol^ til A. 
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Gjennem A trækkes en vilkaarJig Sekant, der skjærer 
Cirklen i fi og C, Bevis, at OB og OG ere har- 
monisk forbundne med OA og OM. Bevis dernæst, 
at Sætningen gjælder om ethvert Keglesnit. 

27. De fii'e vilkaarlige Linier af et Linie- 
bundt, M,, M,, M, og M,, der bestemmes ved 
Parameterne*) ^,, Å.^, Å^ og ?>,, have Dobbelt^ 
forholdet 

Skjære ri nemlig Liniebundtet med en vilkaarlig 
ret Linie og tage vi Skjæringspunkterne med Linierne 
O,, O, og E som O;, O, og-E for Bækken af Skjærings- 
punkter, bestemmes enhver Linie M med den samme 
Værdi af Å som dens Skjævingspunkt M; de fire Linier 
M,, M^, Æfj og M, have! imidlertid det samme Dobbelt- 
forhold som de fire Punkter M^, M„ M, og M^, (26), 
og Sætningen følger derfor af 24. 

28. Projektiviske og perspektiviskePiinktn 
rækker og Liniebundter. To Pmiktrækker eller to 
Liniebundter eUer et Liniebuadt og en Punlftrække 
kunne tænkes at svare tii hinanden Element for Element; 
dersom der da er det samme Dobbeltforhold mellem fire 
Elementer af det ene System som mellem de fire til- 
svarende Elementer af det andet System, siges de to 
Systemer at være projektiviske (homografiake). 

To projektiviske Punktrseklter kunne flyttes 
saaledes, at de blive perapektivisko, o; at den 
ene Række fremkommer som Projelttion af den anden. 



*) Parametre kaldes saadanne Konstanter, hvis forskjellige 
Yærdier VieBtemme 3e forslyellige Elementer af et System. 



y Google 



31 



Lad A, B ogC være Punltter af den ene, A, , JB^ og 
C, de tilsvarende Puultter af den anden Række. Bo to 
Pnnktrækker lægges, saa at A, falder i A. Linierne 
BB, og CC, skjære da hinanden i et Punkt O, der 
vil være Projektionscentret Lad nemlig en vilkaarlig 
Linie gjennem O skjære de to Punktrækker i D og D,. 
Men har da ifelge 26 

(ABCD)^{A,B,G,D;), 
og D, er derfor det til D svarende Punkt. 

To projektiviske Puaktrækker ligge altsaa 
perspektivisk, naar deres Skjæringspunkt er 
sit eget tilsvarende Punkt. 

Paa lignende Maade bevises iet følgende to Sæt- 
ninger. 

En Punktrækko kan lægges paa et dermed 
projektivisk Liniebundt, saa at hvert Punkt 
falder paa sin tilsvarende Straale. 

To projektiviske Liiiiebundter kunne lægges 
perspektivisk, det vil sige saaledes, at de 
korresponderende Straalers Skjæringspnnkter 
falde i en ret Linie. Toppunkternes For- 
bindelseslinie er dl sm egen tilsvaiende Linie 
Man "^ei heraf at Projektiviteten er bestemt ved 
tre Pai snmmenhøieade Elementei Han kin siiJeiies i 
to Punktrd.kker tage tie Punkter vilkaarligt af hvei 
Eække og lide disse paivis ivaie til hininden skulle 
de to Punktlækker væie piojektiviske er deived bestemt 
hvorledes de andie Punktei paivi'- s\aie til hminden 
og et Pai siadaane Punkter Mile bestemmes ved ^amme 
Yæidi at Å deisom de tie Pai t^ges -,om Giund]iunktei 
og EahedbpunktPi i de to Ks'kkei 

J9 Invftliition Dei'^im vi hiv to pioicltiviske 
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punktrækker paa. den samme Linie, maa der mellem et 
Punkt X af den ene Hække og det tilsvai-ende Punkt /i 
af den anden Række existere en Kelation af Formen 

a^ + 6^ + c/< + (? = 0, (41) 

thi denne Form er den mest almindelige, som en Ligning 
kan have, der kun skal bestemme een Værdi af ^ for 
hver Værdi af Å og omvendt. Mati kan ogsaa, vise dette 
saaledes: Lad Punkterne O, oo, 1, ^ af den ene Række 
svare til Punkter af den anden Eække, der, henførte til 
O, 30, 1, bestemmes ved Dobbeltforholdene a, h, c og /i; 
vi have da 

i_t:^,&=|, (42) 

c~ a C — b 
der har den angivne Form med tre vilkaarlige Konstanter, 
der uafhængig af hinanden kunne antage alle Værdier 
fra ~ oo til 4- CO. Man udtrykker dette ved at sige, 
at der er oo= Punktrækker*) der ere projektiviske med en 
given Punktrække. Omvendt indser man. at enhver Lig- 
ning af denne Form bestemmer to projektiviske Punkt- 
rækker, thi ved saadanne have vi tre Størrelser at dis- 
poaere over, og Ligningen har kun tre Konstanter. 

30. I to projektiviske Punktrækker findes to Dobbeit- 
punkter, det vi! sige to saadanne reelle eller imaginære 
Punkter, der falde sammen med deres tilsvarende Punkter. 
Sætte vi nemlig i (42) 

faa vi disse Punkter bestemte ved en kvadratisk Ligning. 

Da Ligningen (42) er usymmetrisk, vil i Almitideiighed 

et Punkt af Linien have forskjeilige tilsvarende Punkter, 

det betragtes som henhorende til den forste 



*) Et Sjstem med n Parametre har alteaa æn Elementer. 
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eller den anden Punlitræklie. Dersom (42) derimod kan 
gives Formen 

Uf^ 4- i (^ 4- ;) 4. «i = O, (43) 

Til et Punkt have det samme tilsvarende (konjugerede) 
Pimkfc, hvad enten det betragtes som henhørende til den 
ene eller den andeti Pnnktrække. I dette Tilfælde sigea 
de to Pimktrækker at danne en Iiivolution. Denne er 
bestemt ved to sammenhørende Pimktpar, da Ligningen 
indeholder 2 Konstanter. 

Involutionens Centrum er dot Punkt, hvis 
konjugevede Punkt er det uendelig ijeme Punkt. Det 
bestemmes altaaa ved (43), naar det uendelig fjerne 
Punkts Parameter er bekjendt. 

Lad nu A og -B have de konjugerede Punkter A' 
og B', medens O er Centrum; vi have da, idet co be- 
tegner det uendelig fjerne Punkt 

{ABO^) = {A'B'^0\ 
hvoraf felger 

OA.OA'^OB.OB', 
der viser, at to konjugerede Punkters Afstande 
fra Centrum have konstant Produkt, 

Heraf udledes en simpel Konstruktion af Centrum, 
naar to Punktpar ere givne. Centrum maa nemlig ligge 
paa Pælleskorden (Eadikalaxen) for to Cirkler, der hver 
gaar gjennem sit Par konjugerede Punkter. 

Involutionens Brændpunkter ere dens Dob- 
beltpunkter; er O Centrum, A ogA' et Par konjugerede 
Punkter, F og ^1 Brændpunkt-evne, bestemmes disse ved 
Lipingen 

OF' = 0F\ = OA . OA' 
der viser, at de ligge ligelangt fra Centrum; have 
OA og OA' forskjeilige Fortegn, ere Brændpunkterne 
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31. Linien FF^ deles harmonisk af to koiiju- 
gerede Punkter; man liar nemlig, naar A og A! ere 
et Par konjngerede Punkter 

{ÅFF,Å')={Å'FF^A), 
hvoraf 

FÅ___ F\_A 
FA- ~ ~F,A'- 
Dersom det ene Biændpunkt er uendelig §ei t er 
ogsaa Centrum ueiilelif, fjeiiit o^ tokoijugeitdePun! tei 
ligge lige langt fii det andet Bi^ndiunkt 

32. To Lmiebundtei med ^laime Toppunkt aige-> it 
danne en Involution deisom de skja-ie en Mlka^ili^ Tuns 
versal i Punktei dci danne (n Involution 

Exp. 1. Deiiom e gwet Vinkel diejer m^, om sit 
Toppunkt, bestemme Benene^ Skj-eiing^iunktPr med en 
vilkaarlig Lime to projektwiske Punktrækker der danne 
en Involution, ]eisom Vinklen ei rel til eet Punkt nf 
den ene Rælde bvuei nemlig ttt Pu kt f 1 n ii len 
Række, og dersom "Vinklen ei let lu ne le to Pnnktei 
ombyttea. 

Exp. 2. Paa en „ivei Time bkil findes to Pnnltci 
A og B, aaalede"! it AB aes fii i( giviiL Pnnktei C 
og J) nnder givne Vinkler. 

Vælges A vilkaarligt, ti'feiikes derfra Linier til G og 
D og afsættes de givne Vinkler, bestemme disses Ben 
to projektiviske Punktrækker paa den givne Linie. Disses 
Dobbeltpunkter bestemme B. 

21. Til Ot Punkt af et Keglesnit trækkes Tangent og 
Novnial; bevis, at disses Skjæringspunkter med 
Axen bestemme to Pnnktrækker i Involution, og 
at Involutionens Brænd punk ter falde sammen med 
Keglesnittets, Specielt undersøges Parablen, 
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22. Eq TreUant, ligedaunot med en givea, bevæger sig 
med sine Vinkelspidser paa tre givne rette Linier; 
bevis, at Vickeispidserne paa disse bestemme pro- 
jektivislie Punktræklter. 

33. Udvidelse af Dualitetspriiicipet. Til fire 
Punkter af eii Punktrække svare dualistisk de fire Linier 
af et Liaiel)uiidt , som vi faa ved at ombytte Punkt- 
koordinater og Liniekoordinater. De fire Linier og 
de fire Punkter have samme Dolibeltforhold, 
thi disae dannes i begge Tilfælde paa samme Maade af 
de i Ligningerne indgaaende Konstanter, og disse forandres 
ikke ved Ombytningen. 

Denne Sætning tillader os at anvende Dualitetsprin- 
cipet paa saadanne Sætninger, der, foruden deskriptive 
Egenskaber, tillige omhandle saadanne metriske Egon- 
skaber, der kunne udtrykkes ved Dobbeltforiiold. Vi ville 
give nogle Eserapler herpaa. 

En Korde i et Kegle- 
snit deles harmonisk af et 
af dens Punkter og Skjæ- 
ringspunktet med dettes 
Polar. 

Fra et givet Punkt A 
trækkes Linier til et Kegle- 
snit, og paa hver af disse 
bestemmes det Punkt, der 
er harmonisk forbundet 
med A med Hensyn til 
Lioiena Skjæringspuuktor 
med Kurven; Punktets geo- 



fra et 
Punkt til et Keglesnit ere 
harmonisk forbundiie med 
en Linie gjennem Punktet 
og dettes Forbindelseslinie 
med Liniens Pol. 

Fra et Punkt paa en given 
ret Linie trækkes Tangen- 
ter til et Keglesnit, og for 
hvert Par af disse bestem- 
mes den Linie, der med 
Hensyn til dem er harmo- 
nisk forbundet med den 
givne Linie; de saaledes 
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meiriske Sted er da en ret ! bestemte Linier gaa alle 
Linie, Polaren til -1. ! gjeiinem et fast Punkt, den 

i givne Linies Pol. 

34. Den flrsidede Figur. Man sev let, at man 
altid kan multiplicere Ligningerne for fire vilkaarlige rette 
Linier med saadanne Tal, at man ved Ligningernes Addition 
faar en Identitet; man kan altsaa altid skrive de fire 
Liniers Ligiiii^er saaledes 

^ = 0, -B = 0, C = 0, 2) = 0, 
at 

A + £+C + D = 0, 
livor vi bruge Tegnet ^ for Identitet. 

Lad A,, B, C, I) betegne Linierne, AB, AG . . . 
deres Skjæringspunkter, (AB) {CD) Forbindelseslinien af 
AB og CD, saa at denne Linie og (AD) (BC) ere de 
to Diagonaler. [AG) {BD) er da den saakaldte tredie 



Man bar nu 
A-\-B^~{C^D)--=Q Ligning for {AB) ( CD) 
4 + I> = — (iJ+C) = Ligning for UD) (BC), 
X+C=-(-B + D)=0 Ligning for {AC) (BD), 
A~B = {A-['C)~(B-\-C)='Q Ligning for 
{AB){{AC){BD)){{AD){BC)). 

De fire Linier 
^ = 0, B=Q, A — B^O, A + B = 0, 
ligge barmonisk; deres Skjæringspunkter med (AD) (BC) 
ligge da ogsaa harmonisk; disse Funkter ere Liniens 
Skjæringspunkter med 

.4, {AB) [GD), B og (AC) {BD). 

Den hermed dualistisk forbundne Sætning kan skrives 
paa samme Maade, naar vi lade A, i^, C, D være fire 
Punkter, vIB, BC . . . deres Forbindelseslinier o. s. v. 
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Maa ser da, at de fire Linier ligge harmonisk, som for- 
binde Punktet {AD)(BC) med de fire Punkter 
A, (AB) (CD), B, iAO)iBD). 



Man har altsaa 



I en firsidet Figur 
delea enhver af Dia- 
gonalerne harnfionisk 
af de to andre. 



I en Firkant ligge 
de to modstaaende Si- 
der, den ene Diagonal 
og Linien til de to 
andres S kjæ rings- 
punkt harmonisk. 



; 6. Doblieltforhold ved Keglesnittene. 



35. Det geometri- 
ske Sted for Skjæ- 
ringspunktorne af 
korresponderende 
Straaler i to projek- 
tiviske Liniebundter 
er et Keglesnit gjen- 
nem Bundternes Top- 
punkter. 



Det geometriske 
Sted for Linier, der 
forbinde korrespon- 
derende Punkter i to 
projektiviske Punkt- 
rækker, er et Kegle- 
snit, der røver de to 

Linier, som bære 
Punktrækkerne. 



Vi ville bevise den første Sætning; lad Ligningerne 
for de to Stiaalebundter, henforte til tre Par korrespon- 
derende Elementer, være 

A — åB = G; A, -åB, =0. 
Elimination af Å giver den søgte Ligning 

AB,—A,B==(i, 
der tilhører et Keglesnit gjennem de to Bundters Top- 
punkter. 
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Mau kan ogaaa udtrykke tie her hevisto Sætninger 



Dersom iire faste 
Punkter af et Kegle- 
snit forbindes med et 
femte Punkt, er de 
fire Liniers Dobbelt- 
forhold konstant. 



tMre faste Tangen- 
ter til et Keglesnit 
skjæve en bevægelig 
Tangent i fire Punkter 
med konstant Dobbelt- 
forhold. 

Af disse Sætninger folgev en simpel Methode til at 
finde saa mange Punkter (Tangenter), som man vil af 
et Keglesnit, naav 5 Punkter (Tangenter) ere givne. To 
af Punkterne {^1 og B) vælges som Toppunkter for de 
projektiv isk.e Liniebundter, hvis tve Par ensliggende Ele- 
menter bestemmes ved de tre andre Punkter C, D og E. 
Paa Linierne CB og BE maa de to Liniebundter be- 
stemme perspektiviske Punktrækker; disse Punktrækkevs 
korresponderende Punkter findes let, idet Perspectiveentret 
er (OA){EB) eller (GB) {AE); derved bestemmes da 
atter de korrespouderende Linier i de to Bundter. 



36. Pascals og Bi 
Skjæringspunkterne 
for de modstaaeude 
Sider af en i et Kegle- 
snit indskreven Ses- 
kant ligge paa en ret 
Linie. 



ancbons Sætniager. 

De Linier, der for- 
binde de modstaaende 
Vinkelspidser af en 
om et Keglesnit oqi- 
skreven Sexkant, 
skjære hverandre i 
samme Punkt. 



Lad 1, 2, 3, 4, 5 og 6 være de 6 
1 Orden de forbindes, naar m 

is Perimeter (deres Orden paa Periferien er 
De modstaaende Sidepar ere da 
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12 2^ 34 

45 5t RI 
med Skjænng'ipiinktenie I II III 

Foibmdes t og 2 med 1 3 4 og 5 faas to Linie- 
bundtei ^ei <!kjÆie 34 og 4^ i projel tniilvPPuuktrækker, 
som inaa li},ge peispektivisk di de Hve Elementet 4 
felles (28 De kone&ioiileiendp Pmkleis Forbiiidelses- 
Iiinei gH dl yennem '^anime Punkt eii at Linien IIII 
giir gjennem II 

2*! B stem Slisr ir j i Ueii ir ci ict Linie og et 
Kegles it !! et e 1 5 P i 1 ter 

37 De G Punktet i hvill e en let Linie 
skjærer et Keglesnit og en ludskrevea Firkants 
Sider, ere i Involution, 

Lad Linien skj ære Keglesnittet i A ogÅ,, Firkantens 
ene Par modstaaende Sider i 5 og 5, , det andet Par 
i C og Cj. Forbinde vi de to modstaaende Vinkelspidser 
med jl og ^1 faa vi dem som Toppunkter for to Sæt 
af 4 Linier med ligestore Dobbeltforhold (35); aflæses 
disse paa AA^, faa vi 

{ÅCBA,) = (ÅJi,C^A,), 
men ifølge Definitionen af Dobbeltforhold er 

{AB,G,A,)=^(A,C,B,A), 
saa at 

{_AGBA;)>^{A,C,BA)^ 
der viser, at dersom vi til J., C og B lade svare hon- 
boldsvis A^, C'i og B, , vil til J.„ svare A. 

A faar saaledes det samme tilsvarende Punkt, livad 
enten det betr^tes som hørende ti! den ene eller til 
den andon Punktrække, en Egenskab, der karakteriserer 
Involutionen. 
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Da luvolutioiie]] ei bestemt ved Litiieos Skjærings- 
pynktev med Firkantfns Sider, ser man at: Et System 
al'Keglesait, der ere omskrevne om samme Fir- 
kant, skjærer en vilkaarlig Linie i Punkter, 
der danne en Involution, 

Endvidere ser mau, at enhver Linie skjærer en 
Firkants Sider og Diagonaler i 6 Punkter i 
Involution, tlii Diagonalerne kunne betragtes som et 
omskrevet i 



24. Benyt deu sidste Sæln n 1 1 t bestemme et givet 
Punkts bonjugerede lu It el volutioii, bestemt 
ved to Pmiktpar; ^e Igt ve des KonstruUtioncii 
til Bestemmelsij af I olut ouecs Centrum. 

25. Hvilke Stetninger 6 a e d al t k til de ovenfor 
beviste ? 

26. Konstruer et Keglesnit af fire Punkter og eu Tan- 
gent, Hvormangc Løsninger bar Opgaven? Hvilken 
anden Konstruktion udledes heraf ved Dualitets- 
principet? 

27. I et Keglesnit tr'ekkesKordeme AB og tD gjennem 
et fast Punkt le\i=i at, deisom It indeholdri et 
fast Punkt giii DD ogsaa gjennem ft fa-tt Punl t 

28. Tte Kegieijuit ere omskteine om samne t ikant 
bevis at en Lime dej iøri de to Kef,lesn t deles 
haimoniik if det tredie 

a9. lo Keglesnit ba\e dobbelt Eøring I^Røimg i to 
Punl tei) bevif at en TaUnent til det ene deles 
harmomal af det "udet og ii Bon gskoidei 

30. Tie Puikt^ir have Abscisseine i og j ' of, y, 
3, og 3j; angiv Betingelsen for, at de ere i In- 
volution. 
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31, Tre Puiiktpars Abscisser ere bestemte som Rødder 
i Ligningerne 

n,x^-\-b,x + e, =0; fl,3;2 + 6,» + c, =0; 
[a, ~ ka,)æ^ -\- {b ^ — hb,)x + c,~kc, = 0; 
bevis, at de tre Punktpar ere i Involutioii. 

32. Bestem el Punktpai', der er harmonisk forbundet 
med to givne Punktpar. 



§ 6. Trekantskoordinater. 

38. Latt Ligningerne for tre rette Linier, Grund- 
linierne, der ikke skjære hverandre i eet Punkt, være 
a,x ■]- 6,j/ -4- c, =0; a^^x ~j~ h^y + Cj = 0; 

a,x -4- h^y -Y- C3 = O (44) 

eller for Kortheds Skyld 

æ, =0; a;, = 0; æ,- = 0. (451 

Vi betegne desuden Siderne i den af de tro Linier 
dannede Trekant, Grundtrekanten, ved x^, x, og x^, 
de moifetaaende Vinkelspidser, Grnndpunkterne, ved 
X|, X, og X,. Disses Ligainger findes, naar man ind- 
sætter deres Koordinater, fundne af (44) i Ligaingen 
ux -\- vy -\-\ =0; man finder 

Å^u -I- B,v + O. = 0; A,u + B,v + C, =0; 

A,u + B,v-\^C, = (46) 

eller for Kortheds Skyld 

X, ^0; X, =0; X, = 0. (47) 

Å^, S, ... ere her de til «, , ft, ... horende Under- 
determinanter i den til Ligningerne (44) hørende Deter- 
minant 

;«. ^, c, 
D = \a^ b, c, . (48) 

«•=■ &, c. 
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42 
Mau liar altsaa, ifølge bekjendte Sretnitiger, 

I 1 I I 1 I I 1 1 3 I 5 1 1 J J f 

De tre Linier 
r— c, = 3 — z =0 a:— 1=0 (0) 
bk^æie hveiacthe i et Punkt JJ Enlie Isj iinktel 
liolie lopunktet i ilke bestemt foidi de i\e tjiundlimei 
j æ, og 3? eie gwne da det ^fhl?nf,e^ af Ftimen af 
Liguingtme (44j ved et pissende Vnlg af de ubestemte 
Faktoiet i di&se Li^nmgei kan EnhPdspnnkttt biinges 
til at falde i et hyilket'iouilielit Punkt dei ikke ligger 
paa GruniJliniei ne Naai S ei festemst eie 'simtidig 
Tinieme j^jecnem E vUgte som Enhelsliniei ioi de tie 
Liniebunltt! med lopiunkteme i X A og X 

æ, — i*:,==0; X, — Åx^^O; x^~~ Åx, = 0; 
vi ville betegne disse Linier ved e^, e, og e,. 

39. Paa dj tre Grundlinier falde Punktrækkerno 

disses Enhedspunktor JS3, E^ og E., med Ligningerne 
X, — X^^O, X,^X, = 0, X,— X,=0 (51) 
falde i en ret Linie e, Systemets Enliedsiinie. Deirae 
Linie er bestemt, iiaar E er bestemt, da derved Formen 
af Ligningerne (44) er bestemt. 



Punktet Ej ligger paa Linien x, -\- x, 
dets Ligning er nemlig 

og det har derfor Koordinaterne 

A,^A, B-^B, 



= 0; 



C, ■ 



y = 



C\ — G, ' 



indsættes disse i x, -f æ, = 0, faar maii 
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(ffi, -i a;] {A , - ^ J + (6, -f K) (J^, - -»,) 
+ (c,+ cJ(C',~-CJ=0, 
en Ligning, der, ifelge Ligningerne (49), er identisk. 

Liniebundtet x^ — ke^^O afstjærer altsaa paa x^ 
en Punktrække X, — ;iX, ^ O, men dennes Enbedspunkt 
er ikke deus Skjæiiugspunkt med e^, men det dermed 
med Hensyn til X, ojf S, harmonisk forbundne Punkt; 
de fire jPurikter ero nemlig Skjæringspuukterne med 
Linierne 

3:5 = 0, Æi=0, .Ti — J", = O og 3;,+^i=0, 
som bnve Ligningerne 

X, = 0, X. = 0, X, + X, = og X,— X,==0, 
Man slutter heraf, at Ligningerne for e og .E erc 



x,^x,-\-x,^Q og X,+ X, + X,=-0, 
thi Formon af den farste Ligning viser, at Linien gaar 
gjenaemSkjæringspunktet af æ,4-a?,= 0, 3;, = 0. s. v. 
Ombytter man i Panktrækken paa x, Enhedspunktet 
med det dermed harmonisk forbundne Punkt, ftiar den 
Ligningen 

X, +/iX, =0, 
og skriver man denne, idet Grundpunkterne ombyttes, 
X, + — X, =0, 

bar man ti! Grundelementer taget Skjaaricgspunkteriie 
med Grand elementerne af det modstaaende Liniebundt 

X, — tø, =0; 
man ser heraf, at den ved 'å bestemte Linie akjærer x^ 

i det ved bestemte Punkt. 

Alle de fundne Ligninger ere saadanne, at man blot 
bebover at ombytte de store og de amaa Bogstaver, lor 
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at gaa over fra en ved disse Liguiuger udtrykt Sætning 
til den dermed dualistisk forbundne Sætning, Man inaa 
lægge Mærke til, at Ombytningen ogsaa stræklier aig til 
de bekjendte Støvrelsev «* og A^ o. s. v. 

40. Vi have hidtil betragtet cc,, æ, og æ„ X„ X, 
og Xj som forkortede Betegnelser; vi kunne imidlertid 
tillægge dem en geometrisk Betydning, naar vi vedtage, 
at vi kun benytte deres Forhold, saa at en konstant 
Faktor i dem bliver uden Betydning. Vi bave nemlig 
for ethvert Punkt paa Linien 

X, — f^, = eller x,:x, = Å, 
at i er Forholdet mellem Punktets Afstande fra a;, og ir, 
divideret med Forholdet mellem E's Afstande fva >, og x, 
(25). Vi kunne derfor, naar vi kun benytte Forholdene 
mellem x, og x,, betragte z^ og ir, som Eoordioater 
til et Ptinkt i Linien, idet Koordinaterne da ere Punkteta 
Afstande fra, x, og a;,, hvor divideret med E's Afstand 
fra den samme Linie. Ved en analog Betragtning af 
Ligningen X, — XX^ faa vi s 

Et Punkts Koordi- 
nater æ, , X, og a;, 
ere dets Afstande fra 
Grundlinierne æ,, æ, 
og iPj, hver divideret 
med .E's Afstand fra 
den samme Linje. 

Herved maa, sora anført, vel erindres, at mao kun 
ter benytte homogene L^ninger, da det i Virkeligheden 
er ved to Forhold mellem ir,, x, og x,, at et Punkt 
bestemmes og ved to Forhold mellem X^, X, og Xj, 



En Linies Koordi- 
nater X,, X, og X, 
eve dens Afstande fra 
Orundpunkterne X,, 
X, og Xj, hver divi- 
deret med e's Afstand 
fra det samme Punkt. 
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at en Linie bestemmes. Por at vise den ubestemte Paktor, 
skriver man devfor Ligningerne {44} og ( 



px, ^= a,x + 6,^ + c, 
px, = a^x + ^^y + "s 
der, løste mod Hensyn til x, y, 
A^x^-\-A^x^-^A^x., 



''C^x,+ C,x,+ C,x, 



aX, = A,u + B,v^C, 
M og il give 



(53) 



_&,3 C,+ &,X,+5,X , ( 

Formlerne (52) og (53) tjene til at gjsre Overgangen 
fra et Trekantskoordinatsystem til et retvinklet og om- 
vendt; deres l?orm viser, at en saadan Ændring ikke 
kan forandre en Lignings Grad, saa at den rette 
Liuie ogsaa ved Trekantskoordinater er Kurven af første 
Orden, medens Keglesnittene ere Kurverne af anden 
Orden og anden Klasse. Man ser tillige af (53), at 

C,3;, + 0,x, + O,a;, = (54) 

tilfredsstilles af de Punkter, for hvilke rc= co, y=ix. 
Disse Punkter maa derfor opfattes som liggende paa en 
ret Linie med denne Ligning. 

41. Ligning for ret Linie og Punkt. Den 
Ligning, der udti^kker, at Punktet (x,, x,, x^) ligger 
paa den rette Liuie (X, , X, , XJ , findes ved at ind- 
sætte 3^, y, u og V af (53) i Ligningen ux-\-vy-'r 1 =0; 
man faar derved, tiaar man benytter Ligningerne (49) 

x,X,+x^X,+x,X,=0, (55) 

der saaledes er Ligning for den rette Linie eller for 
Punktet, eftersom man lader det ene eller det andet Sæt 
Koordinater være konstant. Man aer, at de tidligere 
fundne Ligninger for .E og e ero specielle Tilfælde 
af {f,5). 
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42. Ligningen for to Punkters Forbindel- 
seslinie. Ligningerne 

y.X,+y,X,+p,X,^0 
s,X,-^ 3,X, + s,X,=0 
udtrykke, at de tre Punkter med Kooriiinaterne æ, p og 
ligge paa Linien {X„ X,, XJ; et y ag s givne 
Funkter, bliver derfor Ligningen for deres Forbindelses- 
linie 

\x, x.^ X, I 

\v, ?/, y,\ = 0; (56) 

man udtrykker ogsaa dette ved at sætte 

,037, = jy, -|- As, (57) 

idet disse Ligninger ved Elimination af /> ogA give (56). 
Herved er et vilkaarligt Punkt af Punktrækken bestemt 
ved de to givne Punkter og Parametren L Den geo- 
metriske Betydning af A ses let, idet Ligningen for Punktet 
X ved Indsættelse af Koovdinaterjie findes at være 
(^,Z, + tj,X, + y,X,] + I {s,X, 4- s,X, + s,X,) = 0. 
der viser, at A er Punktets Dobbeltforhold til y, s og det 
til A = ] svarende Punkt (23). Ved Ombytning af de 
smaa Bogstaver med store faas de analoge Formler for 
et Liniebundt, bestemt ved to Linier. 

43. Til et særligt Parallelkoordinataystem kunne vi 
gjere Overgang ved at iade den ene af Grandlinierne 
fjerne sig i det Uendelige, medens de to andre tages som 
Axer for det ny System. For Simpelheds Skyld ville vi 
antage, at x^ oj x, ere vinkelrette paa hinanden, saa at 
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vi paa denne Maade gjere Overgaag tii et retviiildet 
System. 

Lade vi Linien x^ fjerne sig i det Uendelige, bliver 
Eorholdet mellem to Punkters Afstande fiti denne Linie 
1. Man faar altsaa æ, == 1. 

Vælge vi Etihedspnalitet i Afstanden 1 fra x,ogx„ 
blive x^ og ic, de retvingede Koordinater til Punktet. 
Overgangen til det retvinklede System sker 
altsaa simpelthen ved at sætte æ, = i. Omvendt, 
dersom man i et retvinklet System for Koofdi- 
naterne cc, og x, sætter -^ og ~^, faar man det 

Trekants sy stem, hvor den tredje Grundlinie 
iCj=0 er den uendelig fjerne rette Linie. 

Hvad Liniekoordinaterne angaar, se vi let at, idet 
(X,, X,, Xj) skjærer x, og æ, i M, og M,, er 
X, : X, = (X,X,-E,Jtf,); X, ; X, = (X,X,E,ilf,); 
disse Forhold gaa imidlertid, naar X, og X, fjerne sig 
i det Uendelige, over til X^E, : X,lf , og X^E, : X,M, ; 
det vil sige til u og v, idet man let aef, at af den ved- 
tagne Bestemmelse af Enhedsliniens Beliggenhod falger 
X3E, = X,-B, = — 1. Overgangen til det ret- 
vinklede System sker altsaa ved at sætte X,=l, 
og omvendt gaar inan over fra dette System til et Tt'e- 
kantssystem med to uendelig tjerne Giundpnnltter ved at 
sætte X, : X, og X, : X^ for X, og X, (m og v). 
Exp. Ligningen 

ax^ + hf + 2CX1, + 2dx ^ 2ey +/- O 
skrives 

ax'' + hy^ -\- 2cxy -{- 2dxs -f 2eys -f fs'^ = 0. 
Skjæringen med den uendelig ijerne rette Linie g=0 
bestemmes ved 
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«Æ^ + h>/ + 2cxy = O , 
der viser, at liurven skjærer den uendelig fjerne Linie i 
to reelle Punltter, iiaar e^>«6 (Hyperblen) i to imagi- 
na?re Punkter, naar c^ < ai (Ellipsen) og i to sammea- 
faldende Punkter, iiaar c^ — ab (Parablen), 

Parabler ere altsaar Keglesnit, der have 
den uendelig fjerne rette Linie til Tangent; 
der kan derfor tegnes een og kno eeo Parabe), som rører 
4 givne rette Linier (18). 

44- Overgang fra et Trekantssystem til et 
andet. Lad Koordinaterne i de to Systemer være hen- 
holdsvis y, X, 1" og X med Mærkerne 1, 2 og 3. 

Gjør man lerst Overgang til et retvinklet System 
ved (52) og dei-paa til det andet Trekantssystem ved (53) 
ser man let, at man kommer til Ligninger af Formen 

py s = «si^. + f^si^s + '*j3^i ) 
livor aki er konatant. 
Da nn Ligningen 

paa Grund af sin Betydning, paa en Faktor nær, ved 
Ændringen maa blive 

maa maji have 

aX,^a^,Y,+a,,Y,+a„Y, \. (59) 

Af (58) og (59) tindes atter 
:=A,,y^+A,,y.^^A,,y^^'Y=A^,X,^-A,,X,^A,,X,' 

\ = A,,y,^A.^^y^-{-A,,y,UY,^A,,X^-\-A,.^X,-\-A.^,X, 
■,= A,,y^-irA„y.^^A„y,\vY,^A,^X,+A,.,X^-\rÅ,,X, 
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hvor Aii betyder den til a,i, svarende Underdeterminant i 

Man slntter sig heraf let til den geometiiske Be- 
tydning af Konstanterne; man har nemlig, at^|=0, 
y, = Q og !/, = O ere Ligningerne for de tre Grnndlinier 
i Systemet y, medens F, = O, F, ■= O og Z", ^ O ere 
Ligningerne for de ny Urnndpnnltter. (58) viser da, at 
«/i = i Systemet x har Koordinaterne «!,, «,j og a^^, 
medens den sidste (60) viser, at F, = O i Systemet X 
har Koordinaterne A,„ ^,, og A,,. Åltsaa: 

Dersom man ved den første (60) og ved (59) 
gjør Overgang fra Systemet x til Systemet ?/, 
er i det gamle System Koordinaterne til de ny 
Grnndlinier I Grundpunkter 
A,, A,, A,, 

(02) 



det cy Enhedspunkt bestemmes ved Valget af de ube- 
stemte Faktorer, der fiades i de valgte ny Grundliniers 
Koordinater i det gamle System, De fundne Formler for 
Punlit- og Linie-Koordinater ses st svare fuldstændig 
dualistisk til hinanden. 

45. Lineære Transformationer. Dei'som vi be- 
tragte en . vilkaarlig Figur, kunne vi af denne danne 
andre ved saakaldt lineær Transformation; dette 
sker, idet vi til ethvert Punkt i den givne Figur bestemme 
et tilsvarende Punkt i den ny Figur saaledes, at dets 
Koordinater «/,, ?/,, y, bestemmes ved det givne Punkts 
Koordinater æ,, æ^, x^ ved Ligningerne (58), hvor StDr- 
relserne a ere vilkaarlige givne Konstanter. 
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Dersom man benytter de ved 

Vi = 0, y,=0, y,=0 
bestemte Liniei som (jrundlinier for et nyt Koordinat- 
system, Til min tinde de til den transformerede Figiir 
lierende Ligmngei for dette System ved Mot at sætte 
y for X (og Y toi X) i de Ligninger, der tilhore den 
givae Pignr i det opnndelige System. De Sætninger, 
der gjælde om den givne Fignr, maa derfor 
ogsaa gjælde om den transformerede, forsaa- 
vidt de kunne bevises ved Benyttelse af et 
Trekantssystem, der ikke bar nogen speciel 
Stilling. 

Figurer, der saalédes ere dannede af hinanden ved 
lineære Transformationer kaldes projektiviske eller 
homografiske. De karakteriseres ved, at der til ethvert 
Punkt i den ene svarer et og kun et i den anden, at 
der til en Kurve i den ene svarer ea Kurve af samme 
Orden og Klasse i den anden og navnlig ved, at alle 
Dobbeltforhold mellem den eiie Figurs Pnnkter og Linier 
ere ligestore med de tilsvaren<le meUera den anden Figiu-s 
Punkter og Linier. Disse Dobbeitforhold bestemmes nem- 
lig ved Konstanter, som ere uafhængige af (rraudliniernes 
Beliggenhed, og som ikke kunne forandres ved Ooibyt- 
ningen af x og y. 

Sætninger om metiiske Forhold kunne vel udiedes 
ved almindelige Trekantskoordinater , men de maa da 
fremkomme som specielle Tilfælde af Sætninger om 
Dobbeltforhold, og omvendt kan man, ved at udtrykke en 
ad speciel Vej bevist Sætning om metriske Forhold ved 
Hjælp af Dobbeitforhold, udlede en mere almindelig 
Sætning. Saalédes er det f. Ex. bekjendt, at Midt- 
punkterne af en flrsidet Figurs Diagonaler ligge i en 
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ret Linie; vi kunne udtrj'kke dette saaledes: de Punkter 
af en firaidet Figurs Diagonaler, der, i Forbindeke loed 
deres Skjæringspuakter med den uendelig fjerne rette 
Linie, dele Diagonalerne harmonisk, ligge selv paa en 
ret Linie; denne Sætning maa da gjælde, selv om vi for 
den uendelig fjerne rette Linie sætte en villcaariig ret 
Linie, thi Sætningen maa, da den kaa omhandler Beliggen- 
hedsforhold og Dohheltforhold, kunne bevises ved alminde- 
lige Trekantskoordinater, og ved disse er der Intet, der 
udmærker den uendelig fjerne rette Linie fremfor enhver 
ftnden; det er først, naar man vælger en bestemt Grund- 
trekant, at don uendelig fjerne Linie faar en særlig 
Betydning, 

4i5. De lineære Transformationer have en bestemt 
geometrisk Betydning. Homografiske Figurer ere 
nemlig saadanne, der kunne opfattes som per- 
spektiviske Projektioner af hinanden. For at 
bevise dette, behøve vi blot at bevise, at fire Punkter 
af det ene Sj'stem (af hvilke tre ikke ligge i en ret 
Linie) kunne lægges saaJedes, at de ere Projektioner af 
de tilsvarende fire Punkter af det andet System; vi vide 
nemlig, at alle Dobbeltforhold blive uforandrede, baade 
ved lineær Transformation og ved perspektivisk Projektion, 
men disse Dobbeltforhold ere bestemte ved de fire Punkter, 
der kunne tages som grundpunkter og Enhedspunkter for 
de to Systemer, 

I de to homografiske Systemer tage vi i hvert System 
den Linie, der svarer til den uendelig fjerne rette Linie 
i det andet System, og det ene System drejes derpaa i 
Planen, til de to Linier blive paiallele; de skjære da den 
uendelig fjerne rette Linie i et Punkt, der er sit eget 
tilsvarende Punkt, da det er Skjæringspunktet for to 
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Linier af det eae System og for de to tilsvaronde Linier 
af det andet System. 

Ee Tiikaarlig Linie gjencem dette Punkt, tiliioiende 
det ene System, har da sin tilsvarende Linio gjennem 
samme Punlct, eller med andre Ord, de to Linier ere 
parallele.. Lad nu AogS være to Punkter paa den ene 
Linie, A' og B' de tilsvarende Punkter paa den ajiden 
Linie; vi tænke os da det sidste System forandret, lige- 
dannet med sig selv, saa at A'B' ^= AB; lægges derpaa 
det ændrede System, saa at A'S' dækker AB, ville alle 
Punkter paa AB falde sammen med deres tilsvarende 
Punkter (-28). 

Lad nu G og C, D og D' være to andre Punktpar ; 
CB og CD' skjære da AB i Samme Punkt E. Drejes 
nu det ene System en vilkaarlig Vinkel om AB, villa 
CC og DB' skjære hinanden, da de begge ligge i Planea 
CCB. Deres Skjæringspunkt O er Perspektivcentret, 
thi derved projiceres A, B, C og D' i A, B, C og D, 
og vi have set, at det er tilstrækkeligt, at betragte 4 
Puuktpar. Det ene System er imidlertid forandret i 
Størrelse, men vi kunne ved en Parallelforskydning af 
dets Plan give Systemet den rigtige Størrelse. 

Det Karakteristiske ved Trekantskoordinatsystemet, 
saalænge det ikke gives en særlig Stilling, er altsaa, at 
vi ved det behandle alle saadanue Figurer under Et, der 
ere Centralprojektioner af hinanden. Vi kunne derved 
kun udlede Sætmnger, der gjælde for alle aaadanne Figurer, 
men vi skulle senere se, at ogsaa Egenskaber, der ikke 
ere projektive, kunne nævnes under en saadan Form, at 
de falde ind under projektive Egenskaber. 
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§ 7. KeglesnHtene. 

47. Den almindelige Ligning for Kurver af anden 
Orden i PunlitkoordiQater skiive vi 

+ 2ffl,,ic,æ, + 2a,^x,x, + 2a.^^x^x, = 0. (63) 
Betingelsen for, at Kurven bestaar af to rette Limer 
(Keglesnit med Dobbeltpanld) , lindes ved Anvendelse af 
den i 1, 25 givae Formel, efter at (63) ved Division 
er bragt paa den der benyttede Form; man finder derved, 
at Betingelsen kan skrives 



D ^ 



= O, (64) 



bvor (»4, =^ ««. D kaldes Ligningens Determinant. 

48. Vi ville ikke her gaa ind paa en nærmere 
Undersagelse af Keglesnittene ved Trekantskoordinater, 
men nøjes med at vise Methoden, ved at behandle en 
enkelt Opgave. 

Lad if og S! væve to Punkter af en ret Linie; et 
tredie Punkt bestemmes da (42). ved Ligningerne 

(65) 



y. + K^ ] 



se Udtryk i (63), faas til Bestemmelse af 
den rette Linies Skjæringspunkter med Keglesnittet en 
Ligning af Formen 

P7J + 2-i(? + P = 0, (66) 

hvor de to Værdier af ^, som vi ville betegne ved A, og 
A, , ere de to Dobbeltforhold, der bestemme Skjærings- 
punkterne (42). A, : Å, er da Dobbeltforholdet mellem 
de givne Punkter og de to Skjæringspunkter. 
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(67) 



Vi ville benytte dette Kesultat til at 
Ligningen for Polaren til Punktet y. Skal s 
Polaren, maa man have ^, : ^^ = — 1 eller 
^^+^^=0, hvoraf ^ = 0, 
altsaa, iiaar vi erindre Betydningen af Q, 

hvor 

-2^. =«,.5'i +«i,J'2 +«,.J 

Z, —a,,y^ +«„«/, + a„J 
Gaa vi ud fra Polaren som given, linde vi, ved at 
lese Ligningerne (68). Folen bestemt ved 

y, = A,,Z, + Å,,Z, + A,,Z,, i (69) 
y, = A„Z, + A,,Z, + A,,Z,, ) 

hvor vi forudsætte, at D ikke er Nul. og hvor Am er 

Xlnderdeterminanten til a^. 

49. Betingelsen for, at Punktet y ligger paa Kurven, 
er, at det falder paa sin Polar; indsætte vi dets Koordi- 
nater i Polarena Liguicg, komme vi ogsaa tilhage til den 
givue Ligning (63) (med y for a;). 

Betingelsen for, at f*olaren Z er Tangent til Kurven, 
er, at den gaar igjennem sin Pol; indsætte vi derfor 
Koordinaterne ti! en Linie (X,, X,, XJ i Ligningen 
for dens Pol, faa vi Keglesnittets Ligning i Linie- 
koordinater 

A,,z; -\- A„Xl -^ A,,Xl 

2A,,X,X, + 2A,,X,X, + 2A^,X,X,=^i}. (70) 

Vi have her forudsat, at Z> ikke er Nul. For 

J) = tilhører (63) et Liniepar, og de to Tangenter, 

der kunne trækkes gjennem et givet Punkt, blive to 

Linier gjennem Tjnieparrets Dobbelt- 
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punkt. Da alle Tangenterne saaledes gaa gjennem dette 
Punkt, maa det liestemmes ved (70) , og da denne Lig- 
ning er af 2den Grad og ikke kan bestemme noget andet 
Punkt, maa den antage Formen 
P= = 0, 
idet P = O er Dobbeltpunktets Ligning. 

Af den almindelige Ligning (TO) kan mau danne 
Keglesnittets Ligning i Punktkoordinater og kommer 
derved tilbage til (63). Er Determinanten til (70) I>, 
Nul, deler Kurven sig i et Punktpar og af Dualitets- 
priucipet følger da, at (63) udledt af (70) i dette Tilfælde 
maa bestemme den rette Linie, der indeholder Puntt- 
parret, to Gange. Man kan ogsaa vise, at D, = D^ 
saa at de to Determinanter samtidig blive Nul; vi ville 
imidlertid ikke her nærmere imderaege dette, men najes 
med ved Exemplet nedenfor at vise Grunden til den 
tilsyneladende Selvmodsigelse, der ligger deri, at D — O 
beatemmer enten to sammenfaldende Punlcter (Linier) 
eller to Punkter (Linier), der kunne være hiilkesomhelst, 
eftersom vi betragte en Ligning som udledt af en anden 
eller som umiddelbart given. 
Exp. Ligningen 

ax'^ -\-by^ -\- = 
antager, naar den uendelig fjerne Linie har Ligningen 
3 = 0, Formen 

ax^ + i'U' + '^■^^ = ^' 
der har Determinanten 



= O, eller abc^O. 



Underdotevminanterne, der svare til a, 6 og c, ere hc, 



a 





6 








c 
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ae og ab, hvorved Keglesnittets Ligning i Liniekoordi- 
nater bliver 

6cX^ -t- aeX] + abXl = 0. 

Denne Lignings Determinant er a^h^c^. For c = O 
tilherer Punktligaingen et Liniepar, medens Tangentlig- 
ningen reduceres til X', = O, der bestemmer LiniepiUTets 
Dobbeltpunkt 2 Gange. 

Gaa vi derimod ud fra den sidste Ligning, giver 
D, — O f. Ex, ab ^0, hvorved bestemmes et Pucktpar 
bcX'f-\- acXl = Q. Forskjellen ligger altsaa i, atl>j=0 
ved den ene Betragtning deler sig i «=^0, 6 = 0, c = 0; 
ved den anden i aj = O, ae = O, bc = 0. 

Paa lignende Maade findes, at Parablen !/^ ~P^ i 
Liniekoordinater faar Ligningen pv^ = iti. 

50. Systemer af Keglesnit. Ligningen 

S — hS,^0 (71) 

tilhører det System af oo' Keglesnit, der gaa gjennem 
Skjæringspunkterne af de faste Keglesnit S = O og 
S^ = 0. Ere de faste Keglesnit to Liniepar , bliver 
Systemets Ligning 

aiS — krS = (), (72) 

idet a, 0, 7 og 3 ere de fire rette Linier ; de fire Punkter, 
som Keglesnittene gaa igjennem , ere med en let for- 
staaelig Betegnelse 

(a, r), («, 5), (;3, r) Og (/3. ^)- 
Skrives Liniernes Ligninger i retvinklede Koordinater 
og nnder Normalform, ndtrj'kker (72), at det geome- 
triske Sted for Punkter, for hvilke Produktet 
af Afstandene fra det oue Par modstaaende 
Sider af en Firkant staar i et konstant Forhold 
til Produktet af Afstandene fra det andet Par 
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modstaaeude Sider, er et Koglesnit, omskrevet 
om PirkaDten. 

Dersom man har givet et femte I'unkt, som ot af 
Systemets Keglesnit skal gaa igjennem, bestemmes k af 
(72) eller (71), naar det givne Punkts Koordinatei- ind- 
sættes for de løbende Koordinater i disse Ligninger. 

Naar S og y falde sammen, faar man 

hvor « og j3 ere to Tangenter og y er Køringskordeii. 

Ligningen 

ka^-\-laY-^mØY^-.0, (73) 

hvor h, I og m ere Konstanter, medeas o, ^ og j- ere tre 
rette Linier, tilhører et System af co^ Keglesnit, der ere 
onaskrevne om den Trekant, hvis Sider eve «, ^ og y. 
Ligningens Form viser neml^, at Punkterne (a, ;9), (a, ^) 
og ((9, 7") ligge paa Kurven, og de to Konstanter kunne 
bestemmes saaledes, at Kurven gaar gjennem to hvilke- 
aomhelst Punkter. 

Ligningen 
k^a^ + P^^ -|- my — '2lm^r — ^Ua^—UmaY ^ O (74) 
tilhører et System af co^ Keglesnit, indskrevne i den 
Trekant, hvis Sider ere «, j9 og j-. Ved Skjæring f. Rs:. 
med ;- =; O faar man nemlig 

{Ica — W^O, 
der viser, at de to Skjæringspunkter falde sammen og 
ligge paa Linien ka — 1^=^ 0. Denne Linie gaar des- 
uden gjennem («, ^). Da do analoge Linier have Lig- 
ningerne lØ — my^O og mj-— Æa = 0, maa de tre 
Linier, som forbinde Vinkelspidserne af en Tre- 
kant med de modstaaende Siders RBringspunkter 
med et indskrevet Keglesnit, skjære hverandre 
i eet Punkt. 
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Skal det indskrevne Keglesnit gaa gjeDnem to givne 
Punkter, bestemmes Forholdene mellem k, I og m ved 
en Ligning af fjerde Gmd; altsaa: 



Der gives 4 Kegle- ! 


Det- gives 4 Kegle- 


mit, som røre tre 


snit, som gaa gjeu- 


fivne Linier og gaa | 


nem tre givne Punk- 


gjenneni to givne 


ter og røve to givni 


Punkter. 


Linier. 



51. Særlige Trekantssystemer. Cirkelpunkterne. 

Saalæuge vort Koordinatsystem er almindeligt, er der 
Intet, der udmærker særlige Linier eller Eeglesnit; 
viUe vi undersøge særlige Keglesnit f. Es. Cirklen 
eller undersøge Kurvers Forhold til den uendelig Qerne 
Linie , maa vi vælge særlige Koordinatsyatemer ; vi 
ville her henytte det, som vi gaa over til, naar vi 
for de retvinklede Koordinater x og y sætte æ : s og 
y;s; vi have set, at defc (naar vi give Enhedspunktet 
en særlig Stilling) er et Trekantssystem , hvor de ret- 
vinklede Axer og den uendelig fjerne Linie ere de tre 
Grundlinier. 

Ligningen for en Cirkel bliver i dette System 
^^ + y^ + 2ax^ + '2h/s + cg^'--0\ 
Skjæringspunkterne med ^ = O bestemmes ved 

eller _ 

y -\- X V'^l -^ 0; j, _ j^ V'~l = 0. (75) 
Vi se heraf, at enhver Cirkel gaav gjennem 
de to (imaginære) Punkter af den uendelig fjerne 
rette Linie, hvor denne skjæres af de to Linier, 
hvisRetninger bestemmes ved Koefficienterne 
j^y~i og _V— 1. Vi ville for Kortheds Skyld kalde 
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disse to mærkelige Punkter de to Cirkelpunktei. 
Deres Ligninger findes let, idet deres Koordinater - «= O 
og — = ± V — 1 indsættea i Ligniiiwen for den rette Linie 

at være 

udzv V — -3 = o 
eller, naar de tagess saaimen, 

de svare derfor dualistisk til de to Linier, der forbinde 
dem med Begyndelsespunktet. 

Hvor der er Tale om Afstande, maa man benytte 
disse Punkter med stor Forsigtighed, Ihi de ligge paa 
enhver Cirkel med Ligningen x^ + y^^a og maa Jeifoi 
siges at have ubestemt Afstand fra Begyndelsespunktet 

Ethvert Punkt med endelige Koovdinatei og liggende 
paa de to Linier til Cirkelpunkterne maa derimod siges 
at have Åfstaodeu O fra Begyndelsespunktet, da det tUfreds- 
stOIer Ligiungen x^-]-j/^ = 0. Man maa her som ellers 
ved Brugen af imaginære Koordinater holde sig til de 
analytiske Udtryk, uden at søge at tillægge dem nogen 
geometrisk Betydning. 

52. Lad os f. Ex. antage, at vi søge det geometriske 
Sted for et Punkt a, liggende paa den rette Linie OA, 
hvor O er fast. medens A gjennemleber en given Kurve 
af nte Orden og Oa . OA er konstant. En vilkaarlig Linie 
gjecnem O skjærer da den sagte Kurve i n Punkter, idet der 
paa Linien til hvert Punkt af den givne Kurve svarer et af 
den søgte ; Kurven A skjærer imidlertid den uendelig fjerne 
Linie i n Punkter, og til hvert af disse svarer et Punkt a, 
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der falder i O. Kurven a faar altsaa et M-dobbelt Punkt 
i O (yi komme senere til at undersøge saadanne Punkter 
nærmere) og bli?er derfor i Almindelighed af Ordenen 2«. 
Undtages maa her imidlertid det Tilfælde, hvor Kurven 
A indeholder Cirkelpankterne , idet disses tilsvarende 
Punkter ikke falde i O. 

De to Kurver kaldes hinandens Transformerede 
ved reeiproke Kadii vektores eller inverse 
Kurver. Man vil let se, at den anvendte Betragtnings- 
maade ferer til følgende Eesultater: 

Et Keglesnits inverse Kurve er en Kurve 
af fjerde Orden med Dobbcltpunkter i Cirkel- 
punkterne, 

En Cirkels inverse Kurve er en Cirkel; 
gaar Cirklen gjennem O, er den inverse Kurve 
en ret Linie. 

En ret Linies inverse Kurve er en Cirkel 
gjennem O. 

53. Cirkelpuiikterties væsentlige Betydning er den, 
at de tillade os at udtrykke metriske Forhold paa en 
saadan Maade, at de komme ind under vove Betragtninger 
af Beliggenhedaforhold. Afstande indføres i Geometrien 
ved Cirklen, og vi kunne nu definere denne som et 
Keglesnit gjennem de to Cirkelpunkter. Da et Keglesnit 
er bestemt ved 5 Punkter, kunne vi, ifølge denne Defini- 
tion, vælge tre af Cirklens Punkter vilkaarligt, saa at 
den indbefatter alle Cirkler. Vi kunne deraf slutte , at 
Sætnii^er, der gjælde om alle Keglesnit gjennem to faste 
Punkter, ogsaa maa gjæide om alle Cirkler. 

Lad f. Ex. 5 — være Ligningen for et Keglesnit, 
medens a = 0, ^ = og ;-=0 ere Ligninger for tre 
rette Linier. 
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ere da tre Keglesnit gjenneni de to Punkter, i hvilke j- 
skjærer S; da der desuden i k,a og i h,^ ei- tre Kon- 
stanter, der kunne vælges vilkaarligt, kunne de to sidste 
Keglesnit bringes til desuden at gaa hvert gennem tre 
andre yilkaarlige Punkter; de tre Ligninger tilhøre derior 
tre hvilkesomhelst Keglesnit gjeniiem de to Punkter. 
Man ser nu let, at 

a—O, p^O og Æ,« — Æ,^ = 
erne for de tre andre Fælleskorder for de tre 
ise Ligningers Form viser, at disse tre 
Linier gaa igjeanem samme Punkt. Heraf falger: 

De tre Fælleskor- De tre Skjærings- 

der for tre Keglesuit punkter for Fælles- 
gjennem to faste tangenterne til tre 

Punkter skja're hver- Keglesnit med to fa- 
andre i eet Punkt. ste Tangenter ligge i 
en ret Linie. 
Af den ferste af disse Sætninger udlede vi, ved at 
tage de to faste Punkter i Cirkelpnnkterne, den Sætning, 
at tre Cirklers Eadikalaxer skjære hverandre i eet Punkt. 
I den samme Sætning er forøvrigt Pascals Sætning ind- 
befattet; man faav den ved at lade de to af Keglesnittene 
opløses i rette Linier. 

54. Vi skulle nu vise, livorledes Cirkelpunkterue 
sætte os istand til at opfatte de vigtigste metriske For- 
hold paa en saadan Maade, at de falde ind under de 
deskriptive. 

Brændpunkterne. Ligningen for et Keglesnit 
kan som bekjendt skrives 

(x ± «e)^ 4- y^ — C« =fc exY 
og viser derved, at de fire rette Linier 
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y = ± V— 1 (a; ± «e) 
gjeimem Brændpunkterne skjære Kurven i sammenfaldende 
Punkter, der ligge paa Ledelinierne a±ex~0. Brænd- 
punkterne ere altsaa de reelleSkjæringspunkter 
forTangentevne fraCirkelpunkterne, og ethvert 
Keglesnit er derfor indskrevet i den Firkant, 
hvis Sider ere Brændpunkternes Eorbindelses- 
liiiier med Cirkelpunkterne. Keglesnit med fælles 
Brændpunkter kaldes konfokale; da et Syst-em af kon- 
fokale Keglesnit røre fire givne rette Linier, er der een 
Karve i Systemet, der rører en vilkaarlig given Linie. 

Vi kunne nu anvende Dualitetsprineipet paa den 
ovenfor nævnte Sætning om tre Cirklers Radikalaxer. 
En Cirkel er et Keglesnit gjennem de to Cirkelpunkter 
og svarer derfor daalistisk til et Keglesnit, der rører de 
to Linier fra Begyndelsespunktet til Oirkelpunkterne (51). 
Begyndelsespunktet bliver saaledes et Brændpunkt i 
Keglesnittet, og den ny Sætning hedder: 

Skjæringspunktevne for de tre Par Fælles- 
tangenter til tre Keglesnit med et fælles Brænd- 
punkt ligge i en ret Linie. 

Koncentriske Cirkler ere saadanne, der rore 
hinanden i Cirkelpnnkteme, For Cirklerne falde nemlig 
Brændpunlfterae sammen i Centrum, og Linierne fra Cen- 
trum til Cirkelpunkterne blive deres fælles Asymptoter. 

Konjugerede Diametre. Et Keglesnits Centrum 
er den uendelig fjerne Linies Pol, og omvendt har ethvert 
af denne Linies Punlcter sin Polar gjennem Centrum. 
Da de Korder, der gaa til dot uendelig fjerne Punkt 
halveres af dette Punkts Polar, maa en Diameter halvere 
Korderne i sit Kordesystem. 

Konjugerede Diametre bestem m e paa en 
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vilkaarlig ret Linie to Punktrækker, der ero i 
luvolution, thi de svare til hinanden Pmikt for Punkt, 
og et Par konjugerede Punkter kunne ombyttes. Skjæ- 
ringspiinkterne med Asymptoterne ei'e luyolutionens 
Brændpunkter, thi en Asymptote er sin egen konjiigerede 
Diamefcev. To konjugerede Punkter ere harmonisk for- 
bundne med Brændpunkterne (31). Vi kunne derfor ogsaa 
definere konjugerede Diametre som saadanne, 
der ere harmonisk forbnndne med Asymptoterne, 
Vinkler. En af de vigtigste Anvendelser af Cirkel- 
punkterne er til Indførelsen af Vinkler blandt de desfaip- 
tive Egenskaber. Da en Cirkels konjugerede Diametre 
ere vinkelrette paa hinanden, medens dens Asymptoter 
gaa til Cirkelpuakterae, kunne vi definere en ret Vinkel 
som en saadan, hvis Ben skjære den uendelig 
fjerne rette Linie i Punkter, der ere harmonisk 
forbundne med Cirkelpunkteriie. 

Andre Vinkler af en given Størrelse kunne defineres 
paa lignende Maade. Lad os betragte to saadanne lige- 
store Vinkier, hvis Ben skjære hinanden i Pankterne A 
ogif, GjenneraJ., B, Vinkelspidserne og Cirkelpunkteme 
kunne vi lægge en Cirkel. Ifolge 3ti have da de to 
Liniebundter, hvis Toppunkter ere de to Vinkelspidser, 
og som bestemmes ved Å^ B og Cirkelpunkterne, samme 
DiJbbeltforhold. Ligestore Vinkler ere derfor saa- 
danne, hvis Ben skjære den uandelig fjerne 
rette Linie i Punkter, der i Forbindelse mod 
Cirkelpunkterne have samme Dobbeltforhold, 
Vi ville nu give nogle Esempler paa Anvendelsen 
af de her beviste Sætninger. 
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Fra et Punkt i en Cirkel- 
periferi trækkes to paa hin- 
anden vinkelrette Korder; 
den Linie, der forbinder 
disses Endepunkter gaar 
gjennera et fast Punkt, 

Fælleskorden for en Cir- 
kel gjennem to faste 
Punkter og ea fast Cirkel 
gaar gjennem et fast Punkt. 



Man kan tegne fire Cirk- 
ler, der rere tre givne rette 
Linier. 

En Tangent til en Cirkel 
staar vinkelret paa Kadius. 



To konfokale Keglesnit 
skjære hinanden under rette 
Vinkler (I. Opg, 82). 



Dersom man fra et 
Pankt af en Cirkel trækker 
Linier, der danne ligestore 



Fra et Punkt af et 
Keglesnit trækkes to Kor- 
der, der ere harmonisk for- 
bundne med to faste Linier ; 
den Linie, der forbinder 
KordeiTies Endepunkter, 
gaar gjennem et fast Punkt. 
Fælleskorden for et 
Keglesnit gjennem fire 
Punkter og et fast Kegle- 
snit gjennem to af Funk- 
terue gaar gjennem et 
fast Punkt. 

Man kan tegne fire 
Keglesnit, der gaa gjennem 
to givne Punkter og røve 
tre givne rette Linier, 

En Korde i et Kegle- 
snit deles harmonisk af 
en Tangent og den Linie, 
der forbinder Røringspunk- 
tet med Kordens Pol. 

To Keglesnit ere ind- 
skrevne i samme Firkant. 
Enhver af don omskrevne 
Firkants Diagonaler deles 
harmonisk af Tangenterne 
til et af Keglesnittenes 
Skjæringspunkter. 

Dersom man fra et 
Punkt af et Keglesnit træk- 
ker Linier, der hver med 
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ViniiJer med Siderne af en 
indskreven Trekant, ligge 
disses SlijæiiDgspunkter 
med Siderne i ea ret Linie. 



sin Side af en indskreven 
Trekant skjære en vil- 
kaarlig Korde i Punkter, 
der have samme Dobbelt- 
forhold med Kordens Eode- 
punkter, iigge Liniernes 
og de tilsvarende Siders 



Linie. 



Hvilke Sætninger liunno udledes af ftflgende; 

33. En Linie fra en Cirltela Centrum fil Midten af en 
Korde staar vinkelret paa Korden. 

34. Polaren er vinkelret paa den Linie, der forbinder 
en Cirkels Centrum med Polen, 

35. Midtpunkterne af parallele Korder i en Cirkel ligge 
i en ret Linie. 

36. I en i en Cirkel indskreven Firkant ere de mod- 
staaende Vinkler (regnede paa passende Maade) 
ligsstore. 

37. Hvonnange Parabler kan man tegne, som have et 
givet Brændpunkt og 1) rctre to givne rette Linier, 
2) gaa gjennem et givet Punkt og røre en given 
Linie, 3) gaa gjennem 2 givne Punkter? 

38. Bevis, at Ligningen for et Keglesnit, naar man til 
Grundtrekant tager en saadan, i bvilken enhver 
Side er Polar til den modstaaende Vinkelspids 
(en Polartrekant), antager Formen (den kanoniske 
Form) 
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§ 8. Almindelige Egenskaber ved algebraiske 
Kurver. 

55. Knrvers Bestemmelse ved Punkter (Tan- 
genter). Dea almindelige Ligning af Mte Grad har 

1 + 2 + 3 . . . -f (« + ] ) - i (« + 1) (»^ + 2) 
Led og indeholder derfor af Konstanter JCw + lXw+S) — I 
= |w(« + 3). 

Ligningen vil i Almindelighed kunne gives særlige 
Former, naar derved Konstanternes Antal bliver ufor- 
andret; Sammenligning af de to Former vii nemlig forsyne 
03 med et tilstrækkeligt Antal Ligninger til Bestemmelse 
af de ny Konstanter ved de givne. Saaledes kan den 
almindelige Ligning af 2den Grad gives Formen 
{æ -ay + (j, -/S)^ = {ax + 6y 4- c)\ 
da man ogsaa her linder 5 Konstanter. Punktet (a, ø) 
er et af Brændpunkterne, medens Linien «æ + &2/-1-*' = 
er den tilsvarende Ledelinie (54). Ligningen kan derimod 
kun i specielle Tilfælde gives Formen 

{ax -{-by -\- c) {a,x + b,y + c,) = O, 
da der i denne Ligning kun findes 4 Konstanter. Paa en 
Form med flere end 5 Konstanter kan Ligningen hringes 
paa uendelig mange Maader; saaledes vil den antage Formen 

«> = i^r. 

naar ;3 og ;- ere to vilkaarlige Tangenter, og a er den 
tilsvarende Reriugskorde ; man ser nemlig, at Skjæring 
med /3 eller y bestemmer to sammenfaldende Punkter, 
der ligge paa «. 

Gjennem ^n{n-\-^) Punkter kan der lægges 
een og kun een Kurve af nte Orden. 

Indsætter man nemlig de givne Punkters Koordinater 
i den almindelige Ligning af «te Grad, faar man ^»(w-fS) 
lineære Ligninger til Bestemmelse af dennes Konstanter. 
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Det ei fuiud it at d gi n lunkter eie bil \ ii 
at ikke enhvei Knive at Jte O den dei ^nai gjennem 
nogle af dem g ii giir gjennena et elloi fleie if dp 
evrige, da dette vilde nie Iføre at en ell i fi le af 
Bestemmelseshgi mgerae kunde ulledeu if de andie 
hvorved Opgaven blev ubeatemt Saaledes bln ei et 
Keglesnit ikke basten t \ i 5 Punkter it hvilke 4 1 gge 
i en ret Liiie ti i ethveit Kegleanit dsr i deboldei t e 
Punkt«! som bgge i en ret Linie maa v^re sammen at 
af denne Lime og en inden Linio (di en ret Lime kun 
kan skjTP et Kegleanit i '> PnnkteO det fjerde Punlt 
i den lette Lime tilf jfi da ilke nogen ny Bestemmelse 

Deisom mm i len almmdelige Ligning af nte Uråd 
ombyttei x og y men « gi faai miaTangentlignnopn 
for den ilmindehoe Kuue if «te Klasse Af Dualitet 
pvincipet følger da, at Rurven af wte Klasse er bestemt 

ved — 9 "" Tangenter, naar enhver af disse tilføjer ea 

ny Bestemmelse. 

56. 1 Ligningernes Theori bevises at to ilmindelige 
Kurver af wte og nte Orden ba\e »in Skj&iu-igapunktcr, 
Specielle Karver tænkes dannede ved kontmueit Overgang 
fra almindelige Kurver af samme Orden; man faar derfor 
altid det acgivne Antal SkJEPringspnnkter, naar man 
holder Regnskab med dem, der ved Overgangen falde 
sammen eller Qerne sig i det Uendelige. 

To Kurver af tredie Orden skjære altsaa hinanden i 
9 Punkter. Kurven af tredie Orden er bestemt ved 9 
Punkter og gjennem 8 givne Punkter kan man derfor 
lægge aaamange saadanoe Kurver, som man vil Lad 
^7=0 og F=^0 være to af disse; Ligiiiiigeti 

U—hV^O (76) 
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■vil da tilhore Systemet af <x>^ Kurver gjemiem de otte 
Punkter, thi opgive vi et 9de Ptiokt, bestemmes deiTed h. 
Dog maa det Tilfælde undtages, hvor det 9de Punkt er 
det 9de Skjæiiiigspunkt for U og V, thi ved det bliver 
(76) identisk og beatemmer iltke k. Vi se heraf, at 
alle Kurver af tredie Orden, som gaa gjennem 
8 givne Punkter, ogsaa gaa gjennem det samme 
9de Punkt. Selv de 8 Punkter kunne ikke vælges 
vilkaarligt; dersom flere end tre af dem ligge i en ret 
linie eller flere end 6 af dem ligge paa et Keglesnit, 
maa denne rette Linie eller dette Keglesnit være eu Del 
af Kurven af tredie Orden, og ny givne Punkter paa 
den rette Linie eUer paa Keglesnittet ville ikke give 
nogen ny Bestemmelse. 

Bsjj, Lad en ret Linie skjære en Kurve af tredie 
Orden i ^, J5 og G, en anden ret Linie skjære den i 
A,, B, og C,; Linierne AA,, BS, og GG, ville da 
skjære Kurven i tre andre Punkter A,, -B, og C,; disse 
tre Punkter ligge i en ret Linie, thi Kurven og de to 
Sæt rette Linier 

AB, A,B,, A^B,, 
AA,, BB,, CC,, 
betragtede som Kurver af tredie Orden, have 8 Punkter 
fælles og maa da ogsaa haye det 9de Punkt O, fælles. 
Vi saa ovenfor, at man kan lægge en Kurve af 3die 
Orden gjennem 10 givne Punkter, dersom de 9 at disse 
ere Skjæringspunkter for 2 Kurver af tredie Orden. Vi 
kunne paa samme Maade vise, at Kurver af wte 
Orden, der indeholde *^'^" + ^^ — i faste Punkter, 

andre faste 
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Punkter, der ere Skjæringspiinkter for to vilkanrlig© 
Kurver af nte Orden gjennem de givne Punkter. 

57. En KaiTe af nte Oi'den skjæres af en Kurve 
at'jpde Orden i »zji Punkter; ligger der flere Punkter paa. 
begge Kurver, maa den af liøjst Orden være sajnmensat ; 



vi kunne imidlertid vise, at af saadaone 
Punkter, der virkelig bestemme en usa 



«(« + 3 



ligge paa en Kurve af i^de Orden. Lad os nemlig 
antage, at et Punkt flere laa paa en Earve af j»de Orden; 
gjennem de øvrige 

Punkter kan dor altid lægges en sammensat eller 
usammensat Kurve af Ordnen n—p. Denne danner, i 
Forbindelse med Knn-en af _pde Oi'den, en sammensat 
Kur"ve af Ordnen «, som gaar gjennem de givne Punkter; 
dette er imidlertid umuligt, da det var givet, at disse 
Punkter bestemte en usammensat Kurve af «te Orden, 
og da vi have bevist, at denne i saa Fald er den eneste 
mulige Kurve ai wte Orden, der indeholder Punkterne. 

58. Dersom af de n^ Skjæringspunktev for 
to Kurver af wte Orden de np ligge paa en 
Kurve af påd Orden, maa de evrige n{n—p) 
ligge paa en Kurve af Ordnen n—p. 

Thi gjennem de ("— i')('^^— i' + S) ^f ^j^^^ Punkter 

kunne vi lægge en Kurve af Ordnen n — p; denne og 
Kurven af ^de Orden danne en sammensat Kurve af 
Mte Orden, der indeholder 
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(p-i)Cy-2) , 
_ ^ , 

Punkter; da den saaledes indeholder mmdat —-—^ 1 

af de »^ Skjæriiigspiinkter, raaa den indeholde dem 
alle (56). 

De to Kurver af wte Ofdeii kunne godt være sammen- 
satte. Have vi f. Es. en Seskant med Viakelspidserne 
1, 2 ... 6 indskreven i et Keglesnit, kunne vi betragte 
Linierne Vi, 34 og 5(3 som een, 23, 45 og 61 som en 
anden Knrve af tredie Oi'deit. Af disse Kurvers 9 
Skjæriiigspunkter ligge de fi paa Keglesnittet; de tre 
andre, nemlig Skjæiingspunkterne for Sexlianteas mod- 
ataaende Sider, maa da ligge paa en ret Linie. Vi have 
saaledes her et nyt Bevis for Pascals Sætning. 

59. Enhver Kurve af wte Orden, som gaav 
gjeiinem np — l{p -l)(i> — 2) Pun Ister af on Kurve 
af jide Orden (n>j))i maa gaa gjennem de s amme 
|(ji — I)(j3 — 2) andre Punkter af denne Kurve, 

For Simpelheds Skyld ville vi tage n='5, j) = 4. 
Vi skulle da bevise, at alle Km-ver af 5te Orden, som 
gaa gjeimem 17 givne Punkter af en Kurve af 4de Orden, 
skjære denne i de samme 3 andre Punkter. I^ad nu to 
vilkaarlige Kurver af 5te OrdeJi gjennem de 17 Punkter end- 
videre skjære hinanden i Punkterne a og h. Den rette 
Liuie a& danner i Forbindelse med Kuiven at 4de Orden 
en Kurve af .5te Orden; denne og de to Kuiver af 5te 
Orden indeholde de samme 19 Punktei og raaa derfor ogsaa 
have de øvrige 6 Skjæringspunktei freUes CiB). Oe to 
Kurver af 5te Orden skjære deifor Kuiven af fjerde 
■ Orden (foruden i de 17 Punkter) i de samme tre Punkter 
og den rette Linie (foruden i de to Punkter) i de samme 
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tre Punkter. Vi have herved tillige vist, at de 5 Skjæriugs- 
fiunkter for de to Kurver a.f 5te Orden, der ikke ligge 
paa Kurven af 4de Orden, ligge i en ret Linie (Smlgn. 58). 



Vi have saaledes set, at - 



Punkter 



bestemme en Karve af «te Orden og saa kun een 

(sammensat eller usammensat) eller ogsaa ligge saaledes, 

at QOgle af dem bestemme de øvrige som Punkter af 

Kurven, og at der i dette Tilfælde gennem Punkterne 

kan lægges uendelig, mange Kurver af «te Orden. Ved 

Daalitetsprincipet udledes de med de udviklede analoge 

Sætninger om Kurver af nte Klasse, bestemte ved 

M (« + 3) „ , 
_-■■„ — L Tangeilter. 



60. Mærltelige Punkter. Den almindelige Ligning 
af nte Grad i x og y 

/(a;, 3/) = ^ + Ba: + Cy + _Da;«+ £iC!/ + Jfy + . . . =0 (77) 
ville vi kortere skrive 

M = M„ -|~M, + M^ ...-f if„ =0, (78) 

hvor Mp betegner Summen af Led af ^de Grad. 
Sætte vi x = r cos 9, y = r sinØ, laa vi 
A-irr{Bcos$-\- Csind) 
4- »VDc^.a'É'-l Ecosesin9 + Fsin^&)-\-... = Q. 
Denne Ligmugi n Redder ere de n Stykker, somKurveu 
afskjærei af en ved Vinklen 9 bestemt Linie { 
Begyndelsesiiuuktet O. Er .4 ^ O, gaar Kurven j 
O, og den ene Væidi af r bliver Nul for enhver Værdi 
af 8 Foi den Lime, der bestemmes ved 

Scosd+ Csine^O, 
blive to Værdier af r Nul, saa at Linien er Tangent; 
ved Multiplikation med r faas 



y Google 



72 

Bx + Cy^O eller m, = O (79) 

som Ligning for Tangenten. 

Dersom ^ = 0. B = 0, C = 0, skjæve alle Linier 
gjennem O Kurven i to sammenfaldende Pnnlitev; Punktet 
kaldes et Dobbeltpunkt; af de derigjennem gaaende 
Liaier skjære to Kurven i tre sammenfaldende Punkter, 
nemlig de, dev ere bestemte ved Ligningen 

D cos'' 9 -i- E cos 9 sin 9 + Fsin'' i9 = O , 
hvoraf ved Multiplikation med r^ 

Dx'' 4- Exy + jPj/2 = O eller !t, = 0. (80) 
Begyndelsespunktet er altsaa et Dobbeltpunkt, 
dersom Ligningens laveste Led ere af anden 
Grad, og m, = O bestemmer Dobbeltpunktets 
to Tangenter. Efter Tangentens almindelige Definition 
er egentlig enhver Linie gjennem et Dobbeltpunkt en 
Tangent, men man bruger særlig denne Benævnelse om 
de to Linier, der skjære Kurven i tre sammenfaldende 
Punkter. 

Dersom vi lese Ligningen (80) med Hensyn til -- , 

kunne de to Hedder blive reelle, sammenfaldende eller 
imaginære. I det første Tilfælde er Punktet et 
almindeligt DobbeUpunkt, det vil sige et saadant Fuiikt, 
hvor to af Kurvens Grene skjære hinanden; i det andet 
Tilfælde falde de to Tangenter sammen til een, og 
Punktet kaldes en Spids. Et Punkt, hvor to afKurvena 
Grene røre hinanden (et Selvberøi'ingspunkfc), er indbefattet 
herunder som specielt Tilfælde, idet Tangenten i et saa- 
dant Punkt skj ærer Kurven i fire sammenfaldende Punkter. 
I det tredie Tilfælde har Dobbeltpunktet imaginære 
Tangenter; Punktet har derfor intet, reelt konsekutivt 
Punkt; det er et isoleret Punkt; det ligger i Alrainde- 
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lighed ikke paa Kurvens Grene, men har den for Dobhelt- 
pnnktet kai'akteristiske Egenskab, at enhver Linie igjennem 
det, foruden i det, kun skjærer Kurven in — 2 Punkter. 
Exp. 1. Ligningen 

yi^(_X — a) {x — b){x-~c), 
hvor a<b<c tilharer en Kurve , der er sammensat af 
en Oval og en aaben Gren. For & = c gaar Figuren 
over til en Sløjfe med almindeligt Dobbeltpunkt; for 
a = 6 svinder Ovalen ind til et isoleret Punlct, og for 
a = l)— c svinder Slejfens Øje isd til et Punkt, hvorved 
Spidsen fremkommer. Vi kunne derfor opfatte Spidsen 
som en uendelig lille Sløjfe. 



)o>e 



Exp. 2. xrj + æ^ + y'" = 0. O er et Dobbeltpunkt 
med Aserne til Tangenter. 

a;2 — j,s 4- {x^ + y^Y = 0. O er et Dobbeltpunkt 
med Tangenterne ji = ± x. 

x'^ + y^ 4- {^^ — y^)^ = 0. O er et isoleret Punkt, 
hvis imaginære Tangenter gaa til Cirkelpunkterne. 

{x — ijY + 3^:* =^0. O er en Spids med Tangenten 
y==x. 

61. Vi kunne nu fortsætte vor Undersøgelse paa 
samme Maade. Dersom D.= E=i^=0 er Punktet 
tredobbelt, idet enhver Linie igjenaem det faar tre sammen- 
faldende Skjæringspuakter i dette Punkt. Tre Linier 
skjære Kurven i 4 sammenfaldende Punkter; disse, 
Tangenterne, bestemmes ved Ligningen u,^0. Denne 
Ligning er af tredie Grad med Hensyn iW y;x, og en 
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Ligning af tredie Grad har en eller tre roelle Redder. 
I det første Tilfældfi frembyder Punktet ingen synlig 
Særegenhed, men maa opfattes aom et isoleret Piinlit, 
der falder paa en Kurvegren. I det andet Tilfælde have 
vi gjeanem Punktet tre reelle Grene, af hvis Tangenter 
to eller tre kunne falde sammen o. s. v. Vi skulle ikke 
fortsætte denne Undersøgelse videre, men blot bemærke, 
at i Almindelighed bliver O et jp-dobbelt Punkt, dersom 
Mp indeholder Leddene af lavest Grad , og at tt„ ^ O i 
dette Tilfælde bestemnser de p Tangenter. 

62. Ved Bestemmelsen af en Kiirve ved opgivjie 
Betingelser vil den Betingelse, at Kurven skal have et 
givet Punkt til Dobbeltpunkt, erstatte tre givne Punkter; 
vælge vi nemlig det givne Punkt til Begyndelsespunkt, 
maa vi have A = B = G = 0, og der bliver saaledes 
tre Konstanter færre at bestemme. Er der kun giwt, at 
Kurven skal bave et Dobbeitpunkt, men ikke dettes Be- 
liggenhed, blive dets to Koordiaater ubestemte, og den 
givne Betingelse giver en Betingelseeliguing mellem 
Kurvens Konstanter. Ved en Kurve, bestemt ved Punkt- 
ligningen, bliver Dobbeltpunktet derfor en Særegenhed, 
som kun findes i specielle Tilfælde, nemlig naar Kurvens 
Konstanter tilfredsstille en via Betingelsesligning. 

Dersom vi paa lignende Maade søge det Antal 
Betingelsesligniiiger, som et jp-dobbelt Punkt fører med 
sig, linde vi det, naar Punktet er givet, at være 
lP[P + ')■ Punktet kan tænkes opstaaot ved, at 
iP[p — 1) Dobbeltpunkter ere faldne sammen. Vi 
kunne anskueliggjøre dette ved at tænke os de p Grene 
gjennera Punktet forrykkede lidt, saa at ikke tre skjære 
hverandre i samme Punkt ; der bliver da et Dobbeltpunkt 
for hver Kombination af to Grene, og tiisse lp(p -— 1) 
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Dobbeitpunkter falde summen, naar Grenene gaa gjennem 
samme Punkt. 

At en Kurve skal have en Spii3s tæller som 
to Bestemmelser, thi foruden Betingelsen forUobbelt- 
punkt faa vi Betingelsen for, at den Ligning, der be- 
stemmer Tangenterne, har lige Eødder, Et tredobbelt 
Punkt med to sammenfaldende Tangenter kan, som en 
lille Forskydning af den ene Gren viser det, betragtes 
som opstaaet ved, at to Dobbeltpunkter og ea Spids 
ere faldne sammen. Denne Betragtning kan føres videre, 
saa at vi i Almindelighed kunne betragte et Mangefolds- 
paukt, af hvis Tangenter nogle falde sammen, som op- 
staaet ved Foreningen af almindelige Dobbeltpunkter og 
Spidser. Vi komme senere tilbage til dette T'orhold. 

6b. Vi have bevist, at en ret Linie, der gaar 
gjennem et j)-dobbeIt Punkt, i dette skjærer Kurven i 
p Punkter. Vi aieae dermed egentlig, at en ret Linie i 
en uendelig lille Afstand fra Punktet skjærer Kurven i 
JO Punkter, hvis Afstande fra Mangefoldspunktet ere 
uendelig smaa. En Kurve, der har en uendelig liile 
Afstand fi'a Mangefoldspunktet, maa da ogsaa skjære 
den givne Kuvve i ^ Punkter, hvis Afstande ere uendelig 
emaa ; thi erstatte vi Kurven ved dens Tangent, flytte 
vi Skjæringspunkterne Stykker, der, sora bekjeudt, ere 
uendelig smaa af anden Orden ; vi kunne derfor sige, at 
enhver Kurve gjennem et ^-dobbelt Punkt af en anden 
Kurve i dette skjærer i p sammenfaldende Punkter. 
Heraf følger, at et Punkt, hvor et ji-dobbelt Punkt 
af den ene Kurx'e falder sammen med et g -dob- 
belt Punkt af den anden Kurve, maa tælles 
som pq Skjæringspunkter. Have de to Kurver 
Grene, som røre hinanden, foreges Tallet; er f. Ex. de 



y Google 



76 



to Kurvera Ligninger 

w*-(-Mj+i + ... = 0; Mi + «*+i + ... = 0, 
bliver M*+i — Wi+i + . . . = O Ligningen for en Kurve 
gjennem deres Slfjæringspunkter; da denae Kutyg og en 
af de givne i Almiadeliglied ikke liave fælles Tangenter 
i Mangefoldspuaktet , vil i dette fc(Æ + l) Skjærings- 
punkter falde sammen. Ere Punkterne f. Ex. Spidser 
med samme Tangent, falde 6 Skjæringspunkter sammen, 
medens for en enkelt Gren gjeunem en Spids, med samme 
Tangent som denne, 3 Skjæringspunkter falde sammen. 
T^e vi Spidsen som en uendelig lille Slajfe, se vi de 
tre Skjæringspunkter, der falde sammen. 

64. Antallet af Dobbeltpimlcter. En Knrve af 
tredie Orden kan knn have eet Dobbeltpiinkt, 
tiii havde den to, vilde en ret Linie gjennem disse skjære 
Kurven i fire Punkter. Dersom Kuryen er sammensat 
af en ret Linie og et Keglesnit, faar den to Dobbelt- 
punkter, er den sammensat af tre rette Linier, faar 
den tre. En usammensat Kurve af fjerde Orden 
kan kuu have tre Dobbeltpunkter, thi havde den 
fire, vilde et Keglesnit gjennem disse og et vilkaarligt 
femte Punkt af Kurven skjære denne i 9 Punkter. I 
Almindelighed kunne vi indse, at eo usammensat 
Kurve af wte Orden ikke kan have ftere end 

i -—— — ' Dobbeltpunkter, thi havde den et 

flere, vilde en Kurve af Ordnen w — 2 gjeanem disse og 
n — Sandre af Kurvens Punkter, skjære denne i «(n — 2) 
+ 1 Punkter. 

Om der existerer Kurver af enhver Orden med det 
her bestemte højst mulige Antal Dobbeltpunkter (Uni- 
kursale Kurver) vides ikke. 
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65. Vi fandt DolJlDeltpudlttet og Spidsen ved Be- 
nyttelse af retvinklede Koordinater; vi kunne imidlertid 
ræsonnere paa lignende Maade, naar vi for a; og j/ sætte 
livilkesomlielat lineære Udtryk eller f. Ex. benytte Trekants- 
koordinater. Vi ville vise dette ved nogle Exempler. 

Exp. 1. af + fif^O. 

a og ,9 ere lineaEre Udtryk, jc (^ ^ livilkesomlielst hele 
Funktioner af x og y. Kurven indeholder Punktet («, /3), 
og deas Tangent i dette Punkt or 

hvor p, og ^, betegne de Værdier, som p og ^ faa, 
naar vi i dem indsætte Koordinaterne til («, ^). Ved 
Blimination af x og y bringe vi nemlig p og ^ paa 
Formen 

^ = \f., 4- ^,« + Ii,y3 + C,a^ -H . . . , 
hvorved Kurvens Ligning bliver 
a<p^ + ^^ 4- Aa?' + (B 4- A,)'4 + B,/9^ -f . . . .= 0; 
Skjæringspuakterjie med Linien 

bestemmes da ved en Ligning af Formen 
a? (a -I- 6a -+■ ea* . . .) = O, 
saa at de to sammenfaldende v'^kjærmgsputiktei ialde paa 
Linien «==0. 

Paa lignende Maade t.fi man. at en Knive, hvis 
Ligning har Foimen 

har et Dobbeltpunkt i Punktet («, /3), og at dette Dobbelt- 
punkts Tangenter bestemmes ved 

Esp. 2. Ligningen 
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tilhorer en Kurve, dei indeholder Punkterne 

Exp. 3. Ligningen 

«^ -\- ,3Y = O 
tilhører en "Kurve gjennera Punktet («, §), og hvis Tan- 
gent i dette Fniikt er a = 0. 

Exp. 4. Ligniiigen 

hvor a,, ctj...^ ere Hnesire, medens ^ er af Graden 
« — 2, tilhører eii Kurve, dev rorer do n Linier a i 
Punkter, som ligge paa Linien /S. De n Tangenter 
skjære desuden Kurven i (h — 2)ra Punkter, der alle 
ligge paa Kurven ^ = 0. 

Exp. 5. «p 4- ^ VV = 0. 

a = O rører Kurven i Punkterne {a, ji) og («, ;-) ; Kurven 
indeholder alle Skjæriagspunkterne for ^ = O og 4> = 
0. a. V. a er en Dobhelttangent , og hvis ^^Ey, falde 
de to Røringspunkter sammen i et Punkt, hvor o. faar 
Røring af tredie Orden med Kurven; har Ligningen 
derimod Forroen 

bliver a en Vendetangent, der i («, ^) har Roring af 
anden Orden med Kurven; i dette Punkt falde nemlig 
tre Skjicringspunkter sammen. 

Exp. 6. Ligningen 

hvor 8 er et vilkaarligt Keglesnit, tilhører en Kurve af 
fjerde Orden med Dohhelttangenterne æ og ;9 og med 
Dobbeltpunkter i de to Punkter, hvor j-skjærerS; ethvert 
Keglesnit gjennem disse to Punkter har nemlig en Lig- 
ning af Formen S = yS, hvor 5 er lineær (53), og af 
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Kurvens 8 Skjæringspunkter med et saadant Keglesnit 
falde altid to og to sammen i de to Punkter. De fire 
Rerin^punkter og de to Dobbeltpunktei' ligge paa S. 

ij6. Rækkeudviklinger for Grenene gjennem et 
Mangefoldspunkt. For at bestemme ea Kurves Figur i 
Nærheden af et Maugefoldspunkt , maa man Tide, til 
hvilken Side Grenene vende deres Konkavitet; dette af- 
gjøres let. naar man kjender de forste Led af Kække- 
udviklingorne for Oreneue; disse Kækkeudviklinger kmme 
lindea paa følgende Maade, idet vi forudsætte, at det 
Mangefold ep unkt, 3om vi nnderaege, ligger i Begyndelses- 
pnnktet, og at vi benytte et retvinklet Koordinatsystem, 
Den Eække, vi søge for en af Kurvens Grene , har 
Formen 

y=Ax'*-\-Sx? + ..., (81) 

hvor ;S>a; vi tænke os æ og y som uendelig smaa og 
sige da, at y er uendelig lille af Ordnen a, idet ri 
forudsætte, at x er uendelig lille af første Orden, y er 
altsaa uendelig lille af Ordnen «, naarGrændse- 
værdien for Forholdet ^-.xa er endelig og ikke 
Nul. 

Vi kuime nu i Kurvens Ligning bortkaste alle Led 
undtagen dem, der ere uendelig smaa af den laveste 
Orden; derved bestemmes det farete Led af ItEekke- 
udviklingen; sætte vi derpaa i Ligningen y^^Ax'^~\-tf^, 
kunne vi paa ligueude Maade bestemme det andet Led 
af liækkead viklingen o. s. v, 

Bxp. 1 . æ^ + y^ — ^axfj = 0. 

Leddenes Orden er henholdsvis 

3, 3cc, 1 + a; 
far a>l bortkaste vi derfor det andet, for a<l det 
første Led; vi fiia derved henholdsvis 
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= Saxy og f/^ =^ Saxij, 



_ 1 



y^^V^ax' + ... 
Den førate Gfren har 3:-Axen, den anden !/-Axen til 
Tangent; ved de fundne Led ei- Konkavitetens Stilling 
bestemt for begge Grenene, idet de to Ligninger, naar 
vi kun benytte diasc Led, tilhøre to Parabler, der liave 
Eøring af 2den Orden med de to Kurvcgrene. 
Exp. 2. Æ* — yx^ -\-y^=0. 

Begyndelsespunktet er et tredobbelt Punkt, hvis Tan- 
genter ere y = O , y = æ, y= — x. For den første 
Gren faa vi «^2, y^^x^-\~..., for de to sidste «=^1, 
y = :izx-\-...; sætte vi nu y = ±x-j~y^, blive Leddene 
af lavest Orden (idet /?>!) a:*4-2?/,fl;^ = 0; vi faa 
altsaa 

^^±a! — 5«^. . . 

og se deraf, at begge Grenene ligge under deres Tangent. 
Da det undevsegte Punkt tæller som tre Dobbeltpunkter, 
kan Kurven ikke liave andre Dobbeltpunkter, 

Exp. 3. y^ + W3 + «.+--- = 
er den alin. Ligning for en Kurve, der i Begyndelses- 
punktet har en Spids med Tangenten ?/ = 0. Leddene 
af lavest Ordeu blive, idet « er en Konstønt, 

y^ = aæ^ , 
saa at de to Grenes Rækkeudviklinger blive 

Vi se heraf, at Spidsens to Grene ligge paa hver 
sin Side af Tangenten; ligge de to Grene paa samme 
Side af Tangenten, have vi en Særegenhed af en højere 
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Art, idet Tangenten i saa Fald skjærer i 

faldende Punkter. Tages Figuren so 

ser man de fire Skjæringspunkter , der falde sammen. 

y = x'^ -^r x^ giver Exempel herpaa. 

67. Mærkelige Tangenter. Hertil vegnes Mange- 
fold stang entev, der røre Kurven i flere Punkter, 
og Vendetangenter, der skjære Kurven i tre sammen- 
faldende Punkter (hiive Røring af anden Orden med 
Kurven), idet Kurven fortsættes til begge Sider af 
Røringspunktet (til Forskjel fra Tangenteii i en Spida). 
Tage vi en Tangent som a^-Axe, maa Kurvens 
Ligning have Formen 

ix — a)Hx — h){x-c)...+y.^ = 0, (82) 
hvor jfl er en hel Funktion af x og y. Tangentens 
Køringspunkt har Abscissen a , medens den forøwigt 
skjærer Kurven i Punkterne h, c . . . Er a = 6, falde 
tre Skæringspunkter sammen i Røringspunktet og Tan- 
genten er en Vendetangent; er J = c, bliver Tangenten 
en Dobbelttangent, der rerer i Punkterne « og & o. s. v. 



De to Slags Tangenter optræde her som sideordnede, 
i derimod Spidsen kom frem som specielt Tilfælde 
af Dobbeltpunktet. Medens Kurven af wte Orden kun 
har Dobbeltpunkter, naar Koeffieientfirne tilfredsstille en 
Betingelsesligning , har den i Almindelighed Dobbelt- 
tangenter og Vendetangenter ; den rette Linie har nemlig 
to Konstanter, og disse kunne bestemmes saaledes, at, 
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af den vette Linies Skjæriiigspunkter med Kurveii, eiiteu 
tre lalde aammen eller fire falde sammen to og to. En 
almindelig Knrve af tredie Orden hai' saaledes 9 Vende- 
tangenter, og en almindelig Kurve af fjerde Orden har 
28 Dobbelttaugentei-. Vi skulle seneve ae, hvorledes de 
mærkelige Tangenters Antal bestemmes. 

68. Anvendelse af Dualitetaprincipet. Da 
de fundne Resultater kun angaaBeliggeniiedsforhold, kan 
Dualitetsprincipet anvendes paa dem ; vi se da, at Dobbelt- 
punkt og Dobbeittaiigenfc avare dualistisk til hinanden; 
vi faa nemlig: 



Af en Karves Stjæring?- 
pnntter med en ret Linie 
gjennem et Dobbeltpunkt 
falde to aammea i Punktet. 

For to af Linierne gjen- 
nem Punktet {Tangenterne) 
falde tre Skjæringspunltter 



Falde de to Tangenter 
sammen, er Punktet en 



Af en Kurves Tangenter 
fra et Punkt paa en Dob- 
belttangent falde to sam- 
men paa Tangenten. 

For to af Linieiis Putil;- 
ter(Reringspurikterae) falde 
tre Tangenter sammen. 

Falde de to Eerings- 
punktev sammen, er Tan- 
genten en Vendetaiigent. 
Den siaste Sætning kræver Bevis ; vi have nemlig 
her bestemt en Vendetangent derved, at tre af Tan- 
genterne fra dens Eøringspunkt falde sammen, medens 
vi tidligere have bestemt den derved, at den skjærer i 
tre sammenfaldende Punkter; vi maa altsaa bevise, at 
det er den samme Linie, der bestemmes paa begge 
Maader. Vi ville give dette Bevis senere (73). 

Vi se, at det er af Vigtighed at holde fast paa det 
Synspunkt, hvorfra vi betragte Kurven. Tage vi denne 
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som Puiiktfrembiingelse, blivo Dobbelttangeutei og Vende- 
tangenter almindelige, sideordnede Særegenheder, medens 
Dobbeltpauktet bliver en speciel Særegenhed, der kun 
findes, naar en Betingelsesligning er opfyldt, og hvoraf 
Spidsen atter er et specielt Tilfælde- Betragte vi der- 
imod Kurvon som Tangentf rembiiiigelse , blive Dobbelt- 
punktet og Spidsen almindelige sideordnede Særegenheder, 
medens Dobbelttangeoten bliver en speciel Særegenhed, 
der kun lindes, naar en Betingelsesligaing ev opfyldt, og 
hvoraf Vendetangenten atter er et specielt Tilfælde. 
Betydningen af Synspunktet viser sig klart, naar vi f. Ex. 
sperge om det Antal sammenialdende Skjæringspunkter, 
en Dobbelttangetit faar med ea Kurve, naar de to Rørings- 
punkter falde sammeii. Falde de sammen, idet en Para- 
meter i Punktligningen varierer, er Svaret 4 (Earing af 
tredie Orden), men falde de sammen, idet en Parameter 
i Tangentligningen varierer, er Svaret 3 (Vendetangent). 

69. Uendelig lEjeriie Punkter. Indføre vi den 
uendelig fjerne Linie som tredin Grundlinie, bliver Kurvens 
Ligning 

«„ + M„_i^ + M„-.^^ + ...== O (83) 

og dens Skjæringspunkter med den uendelig ^erne Linie 
bestemmes derfor ved 

M„ = 0. (84) 

Da u„ er homogen , deler «„ = O sig i n Ligninger af 
Formen y — ax og bestemmer derfor n rette Linier 
gjennem Begyndelsespunktet , aom gaa tU Kurvens n 
Tiendelig fjerne Punkter. Der gives altsaa ved ea 
Kurve af wte Orden n saadanne Eetninger, at 
enhver Linie i en af disse Eetninger skjære 
Kurven i et uendelig fjernt Punkt. De uendelig 
Qerne Punkter opfattes som sædvanlig projektivisk, saa 
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at vi under Eet beti'agte alle med Kurven liomografislte 
Kui"ver; vi kusne derfor tale om uendelig fjerne Dobbelt- 
punkter, Vendepunkter o. s. v,, idet vi derved mene saa- 
danne Punkter, som i en med den givne Kurve homografisk 
Kurve ere Dobbeltpunkter, Vendepunkter o. s. v. Disse 
Egeaskaber udtiykke nemlig kun Beliggenhedsforbold og 
ere derfor projekti viske. 

1 hvert af de n Bundter af Paralleler findes 
en Asymptote, det vil aige en Linie, der skjærer 
Kurven i to uendelig fjerne Punkter; Siette vi nemJig 
y=:o^-{-q, idet « er en af de ved (84) bestemte 
Ketniiigakoeffieienter, ftia vi til Bestemmelse af Skjærings- 
punkterne med Kurven en Ligning af Formen 

Ax"-^ 4- Bx—^ + . . . = o, " (85) 

iivor man let ser, at A kun kan indeholde g i første 
Potens, B kun g i anden Potens o, s, v. Sætte vi 
.^==0, bestemmes derved en Værdi af g, og da for 
denne to Værdier af x ere uendelige, er derved Asymp- 
toten bestemt. Dersom A=0 for alle q, skjære alle 
Paralielerne Kurven i to sammenfaldende, uendelig fjerne 
Pimkter; Punktet er da et Dobbeltpunkt, hvis to Tan- 
genter bestemmes ved B-=0 o. s. v. Dette Tilfælde 
indtræder, naar y — ax er to Gange Faktor i m„ og tillige 
Faktor i m„_i. Dersom g iindes i A^ og den ved ^ = 
bestemte Værdi af q ogsaa giver .B = 0, er Punktet et 
Vendepunkt, idet Asymptoten da skjærer Kurven i tre 
sammenfaldende Punkter. 

Exp. 1. x^-{-y^ — 3aa:»/ = 0. 

Kun Kurvens ene uendelig Qerne Punlit er reelt og 
bestemmes ved x-\-y = {}\ sætte vi j/ — — x ■■{- q i 
Kurvens Ligning, faa vi 

%x^{q -+ Oi) — ^qx{q -L «) + <f = Q, 
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der viser, at Linien 

y -^ x-\- a^Q 
er Asymptote og tillige Vendetangent med Eøringspunktet 
i det uendelig fjerne Punkt. Denne Knrve er bekjendt 
under Navnet' Descartes' Blad; ^i have tidligere set, 
at den har et Dobbeltpunkt i Begyndelsespunktet med 
Aserne til Tangenter. 

Esp. 2. {x'^-'rj/Y = 2a^[x^--if^). 
De to Cirkelpunkter og Begyndelsespunl^tet ere 
Dobbeltpankter. Tangenterne i Begyndelsespunktet ere 
y ± æ = O ; de ere begge Vendetangenter, da de skjære 
Kurven i (S + 1) sammenfaldende Punkter. Kurven, 
der ligner Tegnet cc, Italdes Lemniskaten. 

Exp. 3. En ret Linie drejer sig om O og skjærer 
en anden ret Linie ^ OX i Afstanden b i Punktet A. 
Man afsætter AB lig en given Linie a paa OA og sager 
det geom. St. for B; man finder let Ligningen for den 
søgte Kurve, den saakaldte Nikomedes' Couchoide, 

Begyndelsespunktet er isoleret, Spids eiler alm. 
Dobbeltpnnkt, eftersom 6 > «, h = a eller b < a. Den 
givne Linie er Kui"vens Tangent i et uendelig tjerut 
Selvberøringspunkt. Kurven gaar gjeiinem Cirkelpunkteme, 
og de Linier, der forbinde disse med O, cve Asymptoter. 

Esp, 4. xH = yiæ^-{-y^). 

Kurven kaldes Diokles Kissoide. Den hav en 
Spids 1 Begyndelsespunktet (^ »/ = « er Vendetangent 
med ueudehg iQemt Raringspunkt. Kurven gaar gjennem 
Ciikelpnnktei iie. 

Esp 5 Det geometriske Sted for de Punkter, hvis 
Afstande fia to givne Punkter (a, o) og (— a, o) er fi*, 
kaldes Cassinis Ellipse. Kurven har Ligningen 
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Er & = « , have vi Lemniskatea {Exp. 2). Civkel- 
puukterne eve Dobbeltpnakter. Skjæriugspimkterae med 
æ-Axen bestemmes ved a!^^a^±&^, med j/-Ax6n ved 
yB = — a^± h^. For a > 6 besfcaav Kurven derfor af 
to Ovaley, for » < & af een lukket Gren. 

39. Fiad Asymptoterne til Kurven 

+ 17*'^ -f- lUij + 2;/^ + 12æ + lOj/ + ;^6 = 0. 

40. Undersøg Begyndelsespunktet og de ueudelig fjerne 
Punliter af Kurven 

^H^ -h />) = aV- 

41. Undersffg Kurverne 

y* + æ* = 2aæ»/^; (æ^+y*)^ — 2æ (æ^+y"^) -|- æy = O ; 

70. Carnots Tlieorem. Kurven /(a::,|/) = O skjæres 
af den rette Linie p ~b = a{x — a) i Punkter, bestemte 
ved liigningen 

hvor 

f{x,'b+a(x~a)) = A{T~X^)(x—x,)...{^—^nh (S6) 

idet A er en Koefficient, der icdehoider «, medena ,r,. 



De Stykker, som Kurven af9kjærer af den rette 
Linie, regnede fra (a, 6), have Prodnktet 

P = (I + aV (« — xj {a — x,)...{a — x„) , 
men af Identiteten (86) findes, ved at sætte a for .i, 
/(a, ?>) = A(« ~ Æ,) (a — a;,) ... fa — ic„) ; 
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P=^"t_^/(«, &). (87, 

Er (dj , fi,) et andet Punkt i samme eller eo dermed 
parallel Linie, og er P, dat med P analoge Produkt, 
faai' man 

F:-p,^f{a.l):f{a,,-b,). (88) 

Lad nu ABG . . . være en villraarlig Polygon, og iad 
(B)' betegne Produktet af de Styltker, som Kurven af- 
skjærer paa BC, '(S) Produktet af de Stykker, som den 
afskjærer paa BA, Stykkerne i begge Tilfælde regnede 
fra B. Man faar da 

'{A) '{B) '(C) ... = {Ay (By (O)' . . . , (89) 
idet man let ser, at Indsættelse af de ovenfor fundne 
Udtryk for Produkterne gjer (89) identisk. Hver Vinkel- 
spids af Polygonen benyttes nemlig paa begge Sider af 
Lighedstegnet, saa at de samme Faktorer /(«, 6) fore- 
komme paa begge Sider, og hver Side af Polygonen 
benyttes ogsaa paa begge Sider af L^hedstegnet, saa at 
de samme Faktorer, indeholdende «, findes paa begge 
Sider. (Carnots Sætning.) 

71. Vi ville nu anvende den bevi^ite Sætning i 
nogle specielle Tilfælde: 

1. Polygonen en Trekant; Kurven en ret Linie. 
Man faar, idet Liniens Skæringspunkt med Siderne ere 
a, b, c, den bekjendte Sætning: 

Ac.Ba.Cb=^Ab.Bc. Ca. 

2. Kurven et Keglesnit; Polygonen en omskreven 
Trekant med Sidernes Røringspunkter », b og c. Man faar 

Ae' . Ba^ . Ch-' -" Ah^ . Bc^ . Ga^ 
eller 

Ac.Ba. Cb = ±Ab.Bc. Ca. 
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øverste Fortegn kan ikke bruges, da de tre Hørings- 
punkter ikke kunne ligge i eii ret Linie; benyttes nederste 
Fortegn, udtrykker Ligningen en tidligere bevist Sæt- 
ning (50). 

3. Kurven ev af tredio Orden; Polygonens Sider 
ere tre Vendetangenter med Reringspntiktcrne «, & og c. 
Man faar 

eller 

Ae.Ba.Cb==Ab.Bc. Ca, 
idet vi for«dsætte, at de tre Tangenter ere reelle, Lig- 
nii^eu viser, at de tre Rsringspunkter ligge i en 
ret Linie. En nærmere TTndersøgelse , som vi Ikke hev 
ville gaa ind paa, viser, at enhver Linie gjenoem to af 
Boringspunkterne ogsaa gaa gjennem et tredie (dersom 
vi i Exp. Pg.68 lade A, A, og A,, B, B, og B, falde 
aammen i to Vendepunkter, maa C, C, og C^ ogaaa falde 
sammen i et Vendepunkt), og at 6 af de 9 Vendetangenter 
altid ere imaginære. 

4. Kurven er af fjende Orden, og Polygonen er en 
Trekant, bvis Sider ere tre Dobbelttangenter; lad AB 
rere i c og c, o. s. v. Man faar da 
Ac.Ac,.Ba.Ba^.ab.Gh, = ±Ah.Ab,.Bc.Be,.Ca.Ca„ 
der viser, at et Keglesnit gjennem de 5 Reringspmikter 
enten gaar gjennem det 6te eller gjennem det, der, i 
Forbindelse med dette, deler Siden harmonisk. 

Andre specielle Sætninger kunne udledes af Carnois 
f. Ex. ved at lade A Qerne sig i det Uendelige, hvorved 
'(A) og (A)' udgaa af Ligningen, eller ved at lade A 
falde paa Kurven, hvorved Forholdet af de to uendelig 
smaa Stykker erstattes ved Forholdet mellem Sinusserne 
af Sidernes Vinkler med Tangenten. 
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Vi ville endnu betragte et Tilfælde. Vi antage, at 
Kurven har et Mangefoldspuiikt i ^, og at vi paa en 
Linie gjennein A vælge et Punkt B, hvis Afstand fi'a A 
er uendelig lille af farste Orden. En anden Linie gjennem 
B skjærer Kurvens Grene i G, D, E . .. Til disse to 
Linier feje vi en vilkaarlig tredie Linie og anvende nu 
Carnots Sætniog paa den saaledes dannede Trekant og 
Kurven; antage vi nu at AS i A skjærer Kurven i « 
Punkter, faa vi 

...AB^-^BO.BD.BE..., 
idet de udeladte Faktorer eve endelige; vi se heraf, at 
a er lig Summen af Ordnerne af de uendelig 
smaa Linier BC, SB, BE... Denne Sætning kan 
ofte med Fordel anvendes til Bestemmelse af en uendelig 
lille Linies Orden eller til Bestemmelse af Antallet af 
sammenfaldende Skjæringspunkter. 

72. P»ler og PolareF. Gjennem et vilkaarligt 
Punkt O trækkes en Linie, der skjærer en Kurve af nte 
Orden i Punkter, hvis Afstande fra O ere ^,, ^, ... p„. 
Paa Linien bestemmes et Punkt med Afstanden p, idet 

-"_ = -^ . ^ V . . . 4. J_ eller :S (^ — M =- 0. (90) 

p p. 1^, pn yp pj 

Det geometriske Sted for Punktet er da en ret Linie, 
Punktets Polarlinie; vi liunne nemlig skrive Kurvens 
Ligning, idet O er Begyndelsespunkt 

A (I)" + (B eos e + C nn ») ( ^-)""'+ . . . _ O, 

hvoraf 

n ^1 Bcosd + CsinO 

P "'" P~ ^ 

altsaa 

nA -h Bx -^Cy^O eller nu„ + m, = 0. (91) 
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I Almindeliglied dannes Polarkurveii af'Ordiien h, 
idet vi sætte 

I 1 



.(i_±)(j_^i)...(i. 

\ P pj \ p p.J \ p 



= 
elier 






+ --- + ... +...± =0. 

P, ) p^p^...p^\ 

I en af Parentheserne, hyor Nævnerne have p Faktorer, 

er der Gu,p Led; ved Summatioiien &av man da af saa- 

daane Led C„j, . C^^p ; heri maa den symmetriske Funktiou 

2-.— findes —^'^ — — Gange; ved Divisioa med 

C„,4 og Multiplikation med Ap" og, idet 

Appj- ^ =^(-iyu„, 

faar mau da Ligningen for Polarkurven 

.. + ^.,+^<'^-a», + ...Blfc_Z*] .. = 0.(92) 

Man ser let, at enhver af disse Polarkuner tillige 
er Polaj'kurve for dem af højere Orden. 

73. Særligt mærkes Polaren af (m — l)te Orden, 
den saakaldte første Polar, der faar Ligningen 
«M„ + (« — 1)M, + (n-2)M, + . . . + M,_i = O, (93) 

Denne Kurve spiller en vigtig KoUe ved Uinlersegelsen 
af algebraiske Knvver. Vi skulle un vise dens vigtigste 
Egenskaber. 

Et Punkts første Polar gaav g j en nem 
Røringspunkterne for aile Tangenter fra Punk- 
tet til Hovedkurven. 

Vi kunne tage det givne Punkt som Begyudelse?- 
punkt; Køritigspunkterne bestemmes da vod Ligningen 
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men denne Ligning fildei sammen med Polarens, idet 
som bplijeult foi den homcgene Pmiktioa Up 
dti„ , dii„ 

"ir + 'i^ =»*'-• 

Der kan altsaa i Almindelighed trækkes 
n{n^\) Tangenter fra et givet Punkt til Kurven 
eller, den almiadeligB Kurve af nte Orden er 
af Klassen nin — 1). Da der gjenuem n{n — I) 
Punkter kun kan lægges een Kurve af (« — l)t« Orden 

(«(«— 1) > ^J-~jZ^I\ er Polaren bestemt ved 

Eøringspunkterne og er saaledes defiaeret ved deskriptive 
Egenskaber. Li^tiiagen for Polaren til Punktet (æ, , i/,) 
er derfor 

du , du du , du ,„^, 

dx ^ ^ dy ' dx ^ ^' dy ^ ' 

idet denne Ligning af Graden n — 1 bestemmer Rørings- 
punkterne, 

Ligningen for Polarlinien til {x„y,) faar en lignende 
Form. Flyttes nemlig Begyndelsespunktet til dette Punkt, 
bliver Kurvens Ligning 

/(«, + .., .,i.) = (») + (|)»= + {|). + ... = 0, 
idet Parenthesen betegner, at x, og «/, ere satte, for 
æ og p. Ligningen for Polarlinien er nu 
. , , (dif\ idu\ 

ellev med det oprindelige Begyndelsespunkt 
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Ligningerne for Polarlinien og for den fors>te Polar 
antage, naar Kurvens Ligning gjeres homogen ved Ind- 
førelae af « og ø„ Formen, 

du , åti , du . 
' dT, '^' dy ^ås 
da man nemlig, ifølge den nævnte Sætning om homogene 
Funktioner, har 

du , åu , du 
ax ny ' ds 
Allfi Polarkurverne til et Poukt P paa 
Hovedkurven rere denne i dette Punkt, 

Tages O til Begyndelsespunkt, bliver nemlig Kurvens 
Ligning 

»,+«,+.. . = 
og Polarkurvens Ligning 

|-«. + ifE|]«. + ... = o, 

aaa at de begge faa Tangenten Mi = 0- 

Paa samme Maade ses, at Polarkurvorne til et 
g-dobbolt Punkt i dette Punkt have et Mange- 
fold s punkt af samme Natuv. Polarkurvorne at 
lavere end gde Orden blive ubestemte. 

Den første Polar til ethvert Punkt gaar 
gjennem Hovedkurvens Mangefoldspunkter; er 
ét saadaat A-dobbelt, bliver det paa Polareu 
Ji — 1 dobbelt, og har det I i een Linie sammen- 
faldende Tangenter, faar Polaren i denne Linie 
/ — L sammenfaldende Tangenter, 

Lad 08 tage Mangefoldspunktet til Eegyndelsespunkt 
og den Linie , i hvilken I Taugentfir falde sammen til 
y-Åxe; Kurvens Ligning er da (61) 
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Ui-\- MA4.I 4- .. . = 0, 

hvor %=^æ'«, idet v er en Punlttion af Gracteii h — 1. 
De laveate Led i Ligningen for Polaren til («,, y,) ere 
da (94) 

' dx~^' dy ^ 
altsaa af Graden k — 1, saa at Punktet er (h — l)-(iobl)elt; 
man ser desuden, at x'-' bliver Faktor i disse Led, og 
a; = er derfor en Linie, i hvilken I— 1 Tangenter i 
Maiigefoldapunktet falde samnien. 

Heraf felgcr, at, dersom Kurven liar en Spids vil 
den forste Polar til ethvert Punkt gaa gjeonem Spidsen 
og røre dennes Tangent; den skjærer derfor Spidsen i 
tre' sammenfaldende Punkter. Fra et Punkt kan der 
derfor kun trækkes n{n — 1) — 3 Tangenter til eu saadan 
Knrve (se 74). Falder Punktet i Spidsen, faar Polaren 
selv i dette Punkt en Spids med samme Tangent sora 
Km'vens. I de to Spidser falde 6 Skjæringspunkter (63) 
sammen, eller 3 af Tangenterne fra Spidsen falde sammen 
i dennes Tangent. Altsaa: 

Af de Tangenter, der j 4tenE.mve& '^kjærings- 
kunae trækkes til en Kurve [ puuktei med eii it dens 
fra en af dens Spidser, ! Vendetangentei falde tie 
falde tre sammen, simmm 

I den sidste Sætning er \ endetangenten tanPt som 
dualistisk svarende til Spidsen S*tiiiogeu ndtijkkei di, 
at denne Definition stemmer med Vendetangentens op- 
rindelige Definition, og vi have saaledei hei gnet det i 
68 lovede Bevis. 

Det geometriske Sted for de Fiuikter, hvis 
Polarlinier gaa gjennem et givet Punkt, er 
dettes første Polar. 
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At Polarlinieii til (æ, «/) indeholder (x,,y^) udtrjldtea 
nemlig vfid (95), naar man deri ombytter x og y med 
X, og y,; derved ændres Ligningen imidlertid til (94). 
De Pnnkter, hvis Polarlinier gaa gennem to givne 
Punkter, altsaa falde sammen med en given Linie, eve 
derfor Skjæringspunkter for de to Punkters første Polarer; 
der er derfor {n — - 1)^ Punkter, der have en given Pciar- 
linie. Man kalder disse Punkter Polarliniens Poler. 

Af den her beviste Sætning felger ogsaa, at den 
farste Polar gaar gjannem Tangenternes Keringspunkter, 
thi et Røringspunkts Polarlinie er Punktets Tangent^ og 
da deHne gaar gjennem det givne Punkt herer det til 
de Punkter, for hvilke den første Polar er ge n et sk &ted 
Et Punkts farste Polar var, som i saa detkriitu 
bestemt; det samme gjælder da ogsaa o le aiden 
Polar (Polarkurven af Ordnen n — 2), da dem e ei t r^te 
Polar til Hovedkurvens første Polar o. s v Siet mge ce 
kunne da omformes ved Dualitetsprincipot, ug en Lune taar 
derved et Polpunkt og Polkurver af indtil {n — l)te 
Orden. Man maa erindre, at Polarlinieu svarer dualistisk 
til Polpunktet og ikke tii Polen, af hvilke dor er (« — 1)^ 
Til en Linie herer altsaa (»^ 1)'^ Poler, dersom Kurven 
opfattes som Punktfrembringelse, men eet Polpunkt, der- 
som den opfattes som Liniefrembringelse. 

Esp. aa:^ ~\- 1/^ = 0. Den ferste Polar til (x,, y^) 
har Ligningen 2axx^ + 3y,i/* + o^:^ = O, medens Polar- 
linien har Ligningen laxx^ -j- 3^^; + aoi>\ = 0. Tan- 
genten tii Punktet (x, y) har Ligningen 2axX-\-Zy^Y 
-j-aa;^=0; i Systemet {u, v) har Tangenten derfor 

Koordinaterne m = ^ ; v = -^ ; herved faas Kurvens 
X ax^ 

igning at vajre 27m^ = 4:av^. Polarlinien til 



y Google 



9o 



,M. 



denne 



Linies Polpunkt har Ligningen iavv'—-lSnu, — 9u'',=0 
og Mgelig Koordinaterne ■ — og — a~'~ ^^^^'- ^t '^S 
— ~ . Ved at søgo det givne Punltts Polarlinie og derpaa 

denne Linies I'olpunkt, koinme vi saaledes lain tilbage 
til det givne Punkt, dersom dette ligger paa Kurven, 

Diametre. Middelpunktet x for n Punkter x„ 
x^ . . . 3;„ af en ret Linie er defe Punkt, som bestemmes 
ved Ligningen «a; = 3;, + æ, .., + ir„ eller ^{x — æj 
= 0; sætte vi i Kunens Ligning x = x, -\- rcos 0, 
2/ =^ y, + ** sw 0, faa vi en Ligning af Formen 

ar" + 6r"-i + cr"^- -|- . . . = o, 
hvor 6 = er Betingelsen for, at («,, y^) er Middel- 
punktet for Kurvens Stgæringapunkter med den ved 
bestemte Linie. Da ir^ og j/, indgaa lineært i b, bliver 
det geometriske Sted for de paa et System af 
parallele Korder bestemte Middelpunkter en 
ret Linie, Kordesys ternets Diameter, Denne 
Linies Luning afhænger kun af u„ og m„_i; Kurvens 
Diametre ere derfor ogsaa Diametre for Kurvens Asymp- 
totekomplex. 

De Punkter, for hvilke Summen af Produkterne af 
to og to af Afstandene ti! Paralleleme3S!gæringspunkt«r 
med Kurven er J^ul, bestemmes ved Ligningen c = 0. 
Denne Ligning tilliører et Keglesnit, Kordesystemets 
Diamefraikeglesnit og saaledes videre. 

Diametren er Polarlinien til det ved Kor- 
dernes Retning bestemte uendelig fjerne Punkt. 
Man har nemlig, idet R ligger paa Polarlinien til O 0. s, v., 



y Google 



96 

^ \on obJ or. OB,' 

men naar O fjerner sig i det Uendelige, kunne Nævnerne 
udelades, idet Forholdet mellem to hvilkesoinhelst af 
dem koiwergever mod 1 ; uiiin faav altsaa 

der netop bestemmer Diametren. 

74. De Pluckerske Ligiiiiiger udtrykke Relationer 
mellem de Tal, der angive en Kurves Orden (n), KJasse 
(»'), Antal af Dobbeltpunkter (d), af Dobbelttangenter 
(d'). Spidser (e) og Vendetangenter (e*). 

Vi liave sefc, at den første Polar skjærer KuiTen i 
h(w — I) PuDkter; i dette Tal er imidlertid hvert Dobbelt- 
punkt medregnet som to, hver Spids som tre Skjærings- 
punkter, idet Polaren gaar gjennem alle Dobbeltpunkterne 
og i Spidserne de'suden rører de to Grenes fælles Tan- 
gent. Antallet af Tangenter fra et Punkt til TCurveii 
bliver derfor kua n(n — 1), dersom vi tælle enhver Linie 
gjennem et Ilobbeltpnnkt som to, gjennem en Spids som 
tre sammenfaldende Tangenter. Denne Sammenfalden af 
Tangenter viser sig ogsaa tydeligt paa en Pigur, naar 
Dobbeltpunktet og Spidsen betragtes som Grændseformer. 
Kurvens Klasseligning uiaa saaledes, ved at kombi- 
neres med Ligningen for et vilkaarligt Punkt, bestemme 
Limerne fra dette til Dobbeltpunkterne og Spidserne 
henholdsvis to og tre Gange. Dette medfoi'er, at Lig- 
ningen har Formen 

hvor A=^0 deler sig i Dobbeltpnnktemes , B = i 
Spidsernes Ligninger. Ved Kurvens Klasseligning mener 
man imidlertid den irreduktible Ligning, som man faar, 
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uaar Faktorerne A og B boitdivideres; man har altsaa 
n' =^n{n — \) — 2d — de; af Dualitetsprincipet følger 
da, at maa ogsaa maa have n-=n'{n' ~ 1)— -2^'— 'åe', 
idet man af Kurvens Punktligning, som den vilde udledes 
af Tangen tligningeii, udskiller de Ijigniiiger, som bestemme 
Dobbelttangenterne (hver 2 Gange) og Vendetangenterne 
(hver 3 Gange). 

En tredie Ligning mellem de angivne Tal faar man 
ved følgende Betragtning : Ea Kurve bestemmer sia 
redproke Kurve og omvendt; der maa derfor kræves det 
samme Antal Bestemmelser vfid begge Kurver; nu have 
vi set, at det, at Kurverne skal have et Dohheltpunkt i 
Punktkoordinater er 1 , at den skal have en Spids 2 
Bestemmelser. Den reciproke Kurve er af Ordnen n', 
har d' Dohheltpunkter og e' Spidser; vi faa altsaa ved 
at sætte Antallene af manglende Bestemmelser for begge 
Kurver ligestore 

«i»±ål _ « _ 2. = «'_<5^3) _^,_ 2^, ^ 

en Ligning, der kan erstattes ved den simplere 3 («•' — n) 
= e* — e, der let udledes af de tre fundne Ligninger, 
Vi have nu fundet de tre Pluekerske Ligninger 

» = n' (n' — 1) - 2(?' — 3e', \ (97) 

3 (w' — w) = e' — e ) 

og se deraf, at tre af de en Kurve tilhørende 6 karak- 
teristiske Tal bestemme de øvrige. 

Herved torklares det, at den almindelige Kurve af 
Ordnen « er af Klassen m(w— 1) og dea almindelige 
Kurve af Klassen n' er af Ordnen n'(w' — 1); vi se 
nemlig, at, hvad dev, set fra den ene Side, er almindeligt, 
bliver specielt, naar det ses fra den anden Side, og det 
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